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Цель данной работы заключается в создании алгоритмов и программного обеспечения для ав-
томатизированной проверки условий устойчивости динамики беспилотного летательного аппарата,
чья математическая модель представлена системой обыкновенных дифференциальных уравнений. С
помощью системы аналитических вычислений было разработано приложение, которое позволяет ав-
томатически линеаризовать систему нелинейных уравнений и строить характеристический полином
линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Предложенные методы и модели
имеют высокую практическую ценность для анализа устойчивости различных экономических и тех-
нических систем.
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Бұл жұмыстың мақсаты математикалық моделі қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесі-
мен ұсынылған ұшқышсыз ұшу аппараты динамикасының тұрақтылық шарттарын автоматтанды-
рылған тексеру үшін алгоритмдер мен бағдарламалық қамтамасыз етуді құру болып табылады. Ана-
литикалық есептеу жүйесінің көмегімен сызықтық емес теңдеулер жүйесін автоматты түрде сызы-
қтандыруға және қарапайым дифференциалдық теңдеулердің сызықтық жүйесінің сипаттамалық кө-
пмүшесін құруға мүмкіндік беретін қосымша жасалды. Ұсынылған әдістер мен модельдер әртүрлі
экономикалық және техникалық жүйелердің тұрақтылығын талдау үшін жоғары практикалық мәнге
ие.
Түйінді сөздер: ҰҰА, динамика, математикалық модель, басқарылғыштық, тұрақтылық.
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The aim of this research is to design algorithms and develop software for the automated assessment of
stability criteria in the dynamic behavior of unmanned aerial vehicles (UAVs), modeled through systems
of ordinary differential equations (ODEs). By employing advanced symbolic computation techniques, an
application has been created that facilitates the automatic linearization of nonlinear equation systems and
the derivation of the characteristic polynomial for the resulting linearized ODE systems. The introduced
methodologies and models provide substantial practical significance in the evaluation of stability across a
broad range of both economic and technical systems.
Keywords: UAV, dynamics, mathematical model, controllability, stability.

Введение. Беспилотная авиация стремитель-
но развивается по всему миру, что обусловлено
спросом на лёгкие и относительно недорогие ле-
тательные аппараты, обладающие высокой манёв-
ренностью и способные решать широкий спектр
задач. Беспилотные летательные аппараты (БП-
ЛА) активно используются в военных операциях
на глобальном уровне, а также успешно выполня-
ют гражданские задачи, включая линеаризацию
[1-5].
Исследование различных авиационных систем

часто сводится к созданию математических мо-
делей, описываемых нелинейными обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями. Для
нелинейных систем до сих пор не разработа-
ны универсальные методы. Изучение подобных
моделей требует обязательного учета характера
нелинейностей.
В общем виде нелинейная модель может быть

представлена как система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:

𝑑𝑞
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑞,Pr, 𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢 (1)

Где:
Pr – вектор параметров размерности l;
𝑞(t) – вектор переменных модели размерности

n;
u(t) – входы модели, задающие способы управ-

ления;
время 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. 𝑇 – задано.
Предполагается, что вектор-функция 𝑓(𝑞, 𝜃, 𝑡)

определена и непрерывна вместе со своими част-
ными производными по 𝑞 .
К системе уравнений (1) добавляются началь-

ные условия:

𝑞(0) = 𝑞0 (2)

На управление даются ограничения

(𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 = {𝑢(𝑡) ∶ 𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝐶[[0, 𝑇 ]; −𝐿𝑖 ≤ 𝑢𝑖(𝑡) ≤ 𝐿𝑖, 𝑖 = 1, 𝑚, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} . (3)

Материалыиметоды.Нелинейноймодели (1) соответствует линеаризованная система дифферен-
циальных уравнений:

̇𝑞 = 𝐴 (Pr, 𝑡) 𝑞 + 𝐵(𝑡)𝑢, (4)

𝑞(0) = 𝑞0, (5)

где 𝐴(Pr,t) - n*n – матрица элементы которой зависят от вектора параметров и времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Матрица 𝐴 (Pr, 𝑡) определяется из (1) следующим образом:
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𝐴 (Pr, 𝑡) = 𝜕𝑓 (𝑞𝑠,Pr, 𝑡)
𝜕𝑞 (6)

В (6) вектор-функция 𝑞𝑠(t) (размерности n) 𝑡 ∈
[0, 𝑇 ], предполагается заданной исходя из требо-
ваний к поставленной задаче.
Для задачи управляемости 𝑞𝑠(t) может быть за-

дана следующим образом:

𝑞𝑠(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑞𝑇 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (7)
где 𝑞𝑇 представляет собой желаемое конечное

состояние системы (1).
Задача управляемости заключается в следую-

щем: существует ли такое управление u(t), кото-
рое удовлетворяет условию (3) и переводит систе-
му (4) из начального состояния (5) в заданное ко-
нечное состояние (7) за определённое время 𝑇 .
Так как 𝜆𝑘 - корни алгебраического характери-

стического уравнения, выведенного из уравнения
det(𝐴 − 𝜆𝑘𝐸) = 0 (Е – единичная матрица),
определяют устойчивость системы, задача устой-
чивости сводится к алгебраической проблеме:
при каких условиях корни этого уравнения бу-

дут иметь отрицательные вещественные части и
только такие корни. А. Гурвиц в 1885 году нашёл
решение этой задачи, предложив косвенный кри-
терий устойчивости малых колебаний.
Современная теория устойчивости базирует-

ся на определении, введённом Ляпуновым, кото-
рое является наиболее общим и определило не
только объём и содержание вопросов, рассматри-
ваемых в современной теории устойчивости, но
и развитие качественных методов исследования
дифференциальных уравнений для решения этих
задач.
Определение устойчивости по Ляпунову фор-

мулируется следующим образом.
Определение (устойчивости по Ляпунову).

Для системы dy
dt = Y (y, t) движение y = f(t)

называется устойчивым, если для любого 𝜀>
0 существует 𝛿> 0 такое, что из неравен-
ства ‖y(t0)−f(t0)‖ < 𝛿 следует неравенство
‖y(t)−f(t)‖ <𝜀𝜀𝜀 при t≥t0.

Рассмотрим следующую математическую модель динамики БПЛА

̇𝑉 = 𝑔(𝑛𝑥𝑎 − 𝑠𝑖𝑛Θ)
Θ̇ = 𝑔(𝑛𝑦𝑎𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝑐𝑜𝑠Θ)/𝑉
Ψ̇ = −𝑔𝑛𝑦𝑎𝑠𝑖𝑛𝛾/(𝑉 𝑐𝑜𝑠Θ)

̇𝑥 = 𝑉 𝑐𝑜𝑠Θ cosΨ
̇𝑦 = 𝑉 𝑠𝑖𝑛Θ

̇𝑧 = −𝑉 𝑐𝑜𝑠Θ sinΨ

(8)

𝑛𝑥𝑎 = 𝑃𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑋𝑎
𝑚𝑔 , 𝑛𝑦𝑎 = 𝑃𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑌𝑎

𝑚𝑔 (9)

Здесь:
x, y, z – координаты центра масс самолета в

нормальной земной системе координат;
V – скорость полета;
ϴ - угол наклона траектории,Ψ – угол курса, α

– угол атаки, γ – угол крена;
P – тяга двигателя;
𝑋𝑎 – аэродинамическое сопротивление;

𝑌𝑎 – аэродинамическая подъемная сила;
m – масса самолета;
g – ускорение свободного падения;
𝑛𝑥𝑎 – продольная перегрузка;
𝑛𝑦𝑎 – поперечная перегрузка (в поточных осях

координат) [6-7].
В качестве управляющих переменных в (8)

принимается перегрузки 𝑛𝑥𝑎, 𝑛𝑦𝑎 и угол крена γ.
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Введем обозначения:

𝑞 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑉
Θ
Ψ
𝑥
𝑦
𝑧

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑞0 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑉0
Θ0
Ψ0
𝑥0
𝑦0
𝑧0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝑞1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑉1
Θ1
Ψ1
𝑥1
𝑦1
𝑧1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(10)

Далее исследуется проблема устойчивости линеаризованной модели вида:

𝑑𝑞
𝑑𝑡 = 𝐴(Pr)𝑞 (11)

где коэффициенты матрицыА(Pr) зависят от параметров Pr, характеризующих механические пара-
метры (такие как вес, метрические характеристики, инерционность и т.п.).
Определение. Систему (11) с матрицей А, элементы которой зависят от параметров Pr, назовем

параметрически асимптотически устойчивой по Ляпунову, если для некоторого Pr существует реше-
ние 𝑞(𝑃𝑟,𝑡), 𝑡∈[0,∞), такое что справедливо утверждение:

1) для любых 𝜀 >0 и 𝑡0 ∈ [0, ∞) существует 𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡0) такое, что для всех решений 𝑞 = 𝑞(𝑃𝑟, 𝑡),
удовлетворяющих условию ‖𝑞(𝑡0)‖ < 𝛿, справедливо неравенство ‖𝑞(𝑃𝑟, 𝑡)‖ < 𝜀, при 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞);
2) для любого 𝑡0 ∈ [0, ∞) существует𝜆 = 𝜆(𝑡0) такое, что все решения 𝑞 = 𝑞(𝑃𝑟, 𝑡), удовлетворя-

ющие условию ‖𝑞(𝑡0)‖ < 𝜆, обладают свойством:

lim
𝑡→∞

‖𝑞(𝑃𝑟, 𝑡)‖ = 0

Как известно, для определения устойчивости системы (11) анализируются свойства собственных
значений матрицы. Аналогично, для определения параметрической устойчивости матрицы строится
характеристический полином с коэффициентами, зависящими от параметров Pr:

𝜙𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐸 − 𝐴(Pr)) = 𝑝𝑛𝜆𝑛 + 𝑝𝑛−1𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝑝0 (12)

где 𝑝𝑖, 𝑖 =0, 𝑛−зависят от параметров Pr.
Необходимое условие устойчивости: все коэффициенты характеристического полинома (12) для

фиксированного значения Pr должны находиться в положительной.
Составим матрицу Гурвица

𝑀 =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑝1 𝑝0 0 0 … 0
𝑝3 𝑝2 𝑝1 𝑝0 … 0
… … … … … …

𝑝2𝑛−1 𝑝2𝑛−2 𝑝2𝑛−3 𝑝2𝑛−4 … 𝑝𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

где принято 𝑝𝑗= 0 при 𝑗 < 0 и 𝑗 > 𝑛.
Обозначим через Δ1, Δ2, … , Δ𝑛 главные диагональные миноры матрицы 𝑀 :
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Δ1 = 𝑝1,
Δ2 = ∣𝑝1 𝑝0

𝑝3 𝑝2
∣ ,

Δ𝑛 = |𝑀| = 𝑝𝑛Δ𝑛−1

которые в свою очередь являются функциями от параметров Pr.
Критерий параметрической устойчивости Гурвица: для того чтобы некоторого значения парамет-

ра Pr собственные значения матрицы A(Pr) были 𝑅𝑒𝜆𝑗 (𝐴(Pr)) < 0, 𝑗 =1, 𝑛 необходимо и достаточ-
но, чтобы главные диагональные миноры Δ1,Δ2, ...,Δ𝑛 матрицы 𝑀 находились в правой полуплос-
кости, т.е. Δ𝑗> 0, 𝑗 =1, 𝑛.
Для автоматизированного построения характеристического полинома, зависящего от параметров

Pr, на языке MatLab был реализован алгоритм Леверье-Фадеева, использующий методы компьютер-
ной алгебры. На основе полученного характеристического полинома формируется матрица Гурвица,
также зависящая от параметров Pr. Далее для этой параметрической матрицы Гурвица вычисляются
главные миноры и их определители.
Используя программу, разработанную наMatLab и представленную ниже, можно получить следую-

щие результаты линеаризации системы (8).
syms q1 q2 q3 q4 q5 q6 q A B

q0 = [2.2 1.5 1.4 1.3 1.1 1.0];
q = [q1 q2 q3 q4 q5 q6];
t = [0 10];
y0 = q0;
g = 9.8;
P = 2000;
m = 3;
alfa = 30;
gamma = 45;
Xa = 0.32;
Ya = 0.4;
nxa = (P∗cos(alfa) − Xa)/(m∗g);
nya = (P∗sin(alfa) + Ya)/(m∗g);
F = [g∗(nxa−sin(q2)); g∗(nya∗cos(gamma)−cos(q2))/q1; −g∗nya∗sin(gamma)/(q1∗

cos(q2)); q1∗cos(q2)∗cos(q3); q1∗sin(q2); −q1∗cos(q2)∗sin(q3)];
for i = 1:length(q0)
for j = 1:length(q0)

A(i,j) = diff(F(i),q(j));
end

end
B = subs(A,q,q0);
disp(vpa(A,3));
disp(vpa(B,3));

Представим результат выполнения программы в следующем виде:
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𝐴(𝑞) = 𝜕𝑓(𝑞, 𝑡)
𝜕𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

… 𝑎16
… 𝑎26

… …
𝑎61 𝑎62

… …
… 𝑎66

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(13)

Выпишем только ненулевые элементы матрицы 𝐴(𝑞):
𝑎12 = −9.80 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑞2), 𝑎21 = −1. ∗ (−346. − 9.80 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑞2))/𝑞12̂,
𝑎22 = 9.80 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑞2)/𝑞1 , 𝑎31 = −560./𝑞12̂/𝑐𝑜𝑠(𝑞2),
𝑎32 = 60./𝑞1/𝑐𝑜𝑠(𝑞2)2̂ ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑞2), 𝑎41 = 𝑐𝑜𝑠(𝑞2) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑞3),
𝑎42 = − 𝑥1 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑥2) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑥3), 𝑎43 = −𝑞1 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑞2) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑞3),
𝑎51 = 𝑠𝑖𝑛(𝑞2), 𝑎52 = 𝑞1 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑞2), 𝑎61 = −𝑐𝑜𝑠(𝑞2) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑞3),
𝑎62 = 𝑞1 ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑞2) ∗ 𝑠𝑖𝑛(𝑞3), 𝑎63 = −𝑞1 ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑞2) ∗ 𝑐𝑜𝑠(𝑞3)
Вычислим значение матрицы 𝐴(𝑞) в точке 𝑞0 = [2.2 1.5 1.4 1.3 1.1 1.0]

𝐴 (𝑞0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
0.014
0.0.

0.012
−0.959
−0.069

−0.707
0.453
0.0

−0.37
0.156
2.162

0
0
0

0.153
0

0.026

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(14)

В результате работы программы был получен аналитический вид матрицы А и её значение при
𝑞0 = [2.2 1.5 1.4 1.3 1.1 1.0].
В дальнейшем эта матрицаА, представленная в виде (3.10), была использована для анализа устойчи-

вости и управляемости модели БПЛА в заданной точке.

Результаты и обсуждение. Процесс линеа-
ризации модели (6) для исходной нелинейной си-
стемы (1) оказывается весьма трудоёмким, осо-
бенно при увеличении размерности 𝑛, и стано-
вится практически неосуществимым при n > 3.
Более того, при проведении линеаризации часто
проявляется «человеческий фактор», что снижа-
ет точность вычислений и не гарантирует кор-
ректности результатов. Это подчеркивает акту-
альность задачи автоматизации процесса линеа-
ризации нелинейных моделей [8].
Для решения этой проблемы предлагается

использовать системы компьютерной алгебры
(СКА), такие как MatLab [9-10]. Эти системы
предоставляют широкий спектр возможностей
для работы с алгебраическими выражениями: от
базовых операций, таких как вычисление и диф-
ференцирование, до более сложных процедур,
включая разложения в ряды и интегрирование.

СКА находят широкое применение в таких обла-
стях, как аэрокосмическая промышленность.
Критерии параметрической устойчивости, из-

ложенные выше, также были реализованы в при-
ложении, разработанном авторами [11].
Результаты численных расчётов полностью со-

гласуются с экспериментальными данными. Кро-
ме того, результаты сохраняются в текстовые
файлы, что позволяет визуализировать одно-
мерные графики динамики БПЛА с помощью
MatLab, для которого была написана специаль-
ная программа.
В качестве перспективного направления мож-

но рассматривать использование интерваль-ной
математики для анализа условий устойчивости
БПЛА [12-14].
Выводы. Статья посвящена исследованию

управления и устойчивости беспилотных лета-
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тельных аппаратов (БПЛА) с использованием ма-
тематических моделей. Основное внимание уде-
ляется линеаризации нелинейных систем диффе-
ренциальных уравнений, описывающих динами-
ку БПЛА, и анализу устойчивости с применением
критерия Гурвица.
Выводы по статье можно сформулировать сле-

дующим образом:
• Значимость беспилотной авиации. Беспи-

лотные летательные аппараты играют важную
роль как в военной, так и в гражданской сфе-
рах, что обусловливает необходимость развития
математических моделей для их эффективного
управления.

• Нелинейные модели. Для моделирования
динамики БПЛА часто используются систе-
мы нелинейных дифференциальных уравнений.
Линеаризация таких моделей является сложной
задачей, особенно для систем высокой размер-
ности.

• Автоматизация процесса линеаризации.
Для повышения точности и эффективности рас-
чётов предлагается автоматизация процесса ли-
неаризации с использованием систем компью-
терной алгебры, таких как MatLab.

• Анализ устойчивости. Устойчивость БП-
ЛА исследуется с использованием матрицы Гур-
вица и критерия параметрической устойчиво-
сти. Применение метода позволяет выявить
условия, при которых система будет асимптоти-
чески устойчива.

• Практическая значимость. Разрабо-
танная программа на MatLab позволяет
автоматизиро-вать процесс построения харак-
теристических полиномов и анализа устойчи-
вости, что подтверждено экспериментальными
результата-ми.

• Перспективы. Одним из направлений
дальнейших исследований может стать исполь-
зование интервальной математики для более
точного анализа устойчивости БПЛА в условиях
неопределённости.
Таким образом, статья подчеркивает важность

применения современных методов математиче-
ского моделирования и автоматизации для ана-
лиза устойчивости и управляемости БПЛА.
Финансирование. Работа выполнена за счет

средств НИИ математики и механики при Каз-
НУ имени аль-Фараби и грантового финансиро-
вания научных исследований на 2023–2025 годы
по проекту AP19678157.
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