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Известно, что трещиноподобные дефекты существуют в изделии изначально, требует создания методов
анализа, позволяющих исследовать распространение трещин в условиях реального нагружения на осно-
ве механики разрушения. Широко используемыми критериями для этих случаев являются коэффициент
интенсивности напряжений, J-интеграл и критерий раскрытия трещины. В данной статье рассмотрены чис-
ленные исследования определения J-интеграла методом конечных элементов для стандартных образцов,
моделирующих поведение типовых сварных соединений. В качестве таких образцов рассмотрены образцы
с краевой и центральной трещинами. С позиций регрессионного и корреляционного анализов на основе
планирования машинных экспериментов получены выражения для J-интеграла в типовых сварных соеди-
нениях в зависимости от геометрии трещин, внешней нагрузки и параметров материала. Решен ряд ме-
тодических примеров по определению разрушающих напряжений. Определены границы применяемости
линейной механики разрушения для краевых и центральных трещин в типичных образцах. Оценено влия-
ние остаточных напряжений на величину J-интеграла в типовых образцах. Таким образом, регрессионные
зависимости для определения J-интеграла обладают достаточной надежностью и могут использоваться в
практике прогнозирования остаточного ресурса сварных металлоконструкций.
Ключевые слова: механика разрушения, J-интеграл, сварные конструкции, остаточные напряжения,

распространение трещины
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Өнімде жарық тәрізді ақаулар бастапқыдан бар екендігі белгілі, сыну механикасы негізінде нақты жүкте-
ме жағдайында жарықтардың таралуын зерттеуге мүмкіндік беретін талдау әдістерін жасауды қажет етеді.
Бұл жағдайлар үшін кеңінен қолданылатын өлшемдер-кернеу қарқындылығы коэффициенті, J-интегралы
және жарықшақты ашу критерийі. Бұл мақалада стандартты дәнекерленген қосылыстардың әрекетін мо-
дельдейтін стандартты үлгілер үшін ақырлы элементтер әдісімен J-интегралын анықтауға арналған сандық
зерттеулер қарастырылған. Мұндай үлгілер ретінде шеткі және Орталық жарықтары бар үлгілер қарас-
тырылады. Машиналық эксперименттерді жоспарлау негізінде регрессиялық және корреляциялық талдау-
лар тұрғысынан жарықтардың геометриясына, сыртқы жүктеме мен материал параметрлеріне байланысты
типтік дәнекерленген қосылыстардағы J-интегралына өрнектер алынды. Деструктивті кернеулерді анықтау
бойынша бірқатар әдістемелік мысалдар шешілді. Типтік үлгілердегі шеткі және орталық жарықтар үшін
сызықтық сыну механикасын қолдану шекаралары анықталған. Қалдық кернеулердің типтік үлгілердегі J-
интегралының мәніне әсері бағаланды. Осылайша, J-интегралын анықтауға арналған регрессиялық тәуел-
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діліктер жеткілікті сенімділікке ие және дәнекерленген металл конструкцияларының қалдық ресурстарын
болжау тәжірибесінде қолданыла алады.
Түйін сөздер: сыну механикасы, J интегралы, дәнекерленген құрылымдар, қалдық кернеулер, жары-

қтың таралуы
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It is known that crack defects exist in the machines initially. All that requires the creation of analysis methods
that allow to research the propagation of cracks under real loading conditions based on themechanics of destruction.
Widely used criteria for these cases are stress intensity factor, J-integral and crack opening criterion. This paper
discusses numerical research of the J-integral determination by finite element method for typical samples that
simulating behavior of welded joints. Samples with edge and center cracks are considered as such samples. The
expressions for the J-integral in typical welded joints are obtained from the positions of regression and correlation
analyses, based on the planning of machine experiments. These expressions are depending on the geometry of
cracks, external load and material parameters. A number of methodological examples for determining destructive
stresses have been solved. Limits of application of linear fracture mechanics for typical samples with edge and
center cracks are determined. Influence of residual stresses on value of J-integral in typical samples is estimated.
Thus, regression dependencies for determining the J-integral have sufficient reliability and can be used in the
practice of predicting the residual life of welded steel structures.
Keywords: fracture mechanics, J-integral, welded structures, residual stresses, crack propagation.

Введение. Анализ разрушения сварных металло-
конструкций, условий их производства и эксплуата-
ции на основе обследования более 400 технологи-
ческих машин показывает наличие большого числа
усталостных и хрупких разрушений. Очагами раз-
рушения сварных соединений, как правило, явля-
ются дефекты сварки, конструктивные несплошно-
сти, конструктивно-технологическая концентрация
напряжений и деформаций [1,2].
Металлоконструкции технологических машин

проектировались, по существу, по принципу без-
опасного ресурса, в соответствии с которым в кон-
струкции практически не допускалось возникнове-
ние трещин за период проектного (назначенного)
ресурса. Осознание того, что трещиноподобные де-
фекты существуют в изделии изначально, требует
создания методов анализа, позволяющих исследо-
вать распространение трещин в условиях реаль-
ного нагружения на основе механики разрушения
[2,3,4]. Особую роль в этом случае для обеспечения
безопасности технических объектов играет живу-
честь конструкций, т.е. способность выполнять свои
функции при разрушении отдельных элементов.

При этом не считается, что появление трещин явля-
ется концом работы элемента или узла конструкции.
В настоящее время поддержание эксплуатацион-

ной надежности сварных конструкций за предела-
ми нормативных сроков службы обеспечивается, как
было сказано выше, в рамках концепции «безопас-
ного повреждения» системой технических обслужи-
ваний на основе руководящих документов.
В практике проектирования специалистами при-

меняются апробированные критериальные парамет-
ры, хотя они и являются частными и используют
те или иные дополнительные предположения о зоне
и характере предразрушения в вершине трещины.
Широко используемыми критериями для этих слу-
чаев являются коэффициент интенсивности напря-
жений, J-интеграл и критерий раскрытия трещины
[3,4,5].
В данной статье рассмотрены численные исследо-

вания определения J-интеграла методом конечных
элементов (МКЭ) для стандартных образцов, моде-
лирующих поведение типовых сварных соединений.
В качестве таких образцов рассмотрены образцы с
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краевой и центральной трещинами.
Материалы и методы. В развитии механики

разрушения и, в частности, в исследованиях ди-
намического распространения трещины концепция
упругого коэффициента интенсивности напряжений
сыграла фундаментальную роль. Этот параметр ли-
нейной механики разрушения применяется не толь-
ко для анализа причин разрушения уже разрушив-
шихся конструкций или поиска способов предотвра-
щения разрушения, но и с успехом - для выявления
корреляции между напряженно-деформированным
состоянием окрестности вершины трещины и скоро-
стью распространения усталостной трещины, а так-
же при исследовании коррозийного растрескивания
[2,5].
Дальнейшим развитием линейной механики раз-

рушения явилось ее применение в исследованиях
таких процессов упругопластического разрушения,
при которых влиянием перераспределения напряже-
ний и деформаций в зонах упругости и пластичности
нельзя пренебречь. Особенно это актуально для ма-
териалов с умеренными прочностными характери-
стиками (низколегированные и углеродистые стали,
применяемые для производства большинства свар-
ных машиностроительных конструкций). Широко
используемыми критериями для этих случаев яв-

ляются J-интеграл и критерий раскрытия трещины
COD. Однако известно, что J-интеграл является па-
раметром, который вводится при некоторых ограни-
чительных условиях; что же касается COD, то из-
мерить точно на практике его не удается. Приме-
нение критериев механики разрушения для анали-
за прочности сварных конструкций усложняется в
связи с их спецификой, связанной с наличием оста-
точных напряжений и деформаций, конструктивно-
технологической концентрацией напряжений в зо-
нах сварных соединений и т. п. [1,2,4].
Рассмотрим энергетический J-интеграл и его вы-

числение на основе метода конечных элементов.
При оценке прочности сварных соединений важ-
но иметь упрощенные выражения для оперативной
оценки параметров механики разрушения. С пози-
ций регрессионного и корреляционного анализов на
основе планирования машинных экспериментов по-
лучены выражения для определения J-интеграла в
типовых сварных соединениях в зависимости от гео-
метрии трещин, внешней нагрузки и параметров ма-
териала.
Учитывая симметрию, для 1/2 части образца с од-

ной краевой трещиной построена дискретная мо-
дель (рисунок 1).

Рис. 1 - Дискретная модель для 1/2 части образца с одной краевой трещиной

Следует обратить внимание на контуры интегри-
рования, которые обозначены на этом рисунке 2. За-
дача решалась по двум расчетным схемам: плоская
деформация (ПД) и плоское напряженное состояние

(ПНС), на основе теории течения. В качестве мате-
риала рассмотрена сталь с параметрами: 𝐸 = 2.1 ⋅
105МПа; 𝜎𝑇 = 490МПа; 𝜈 = 0.3; 𝐸𝑇 = 2100МПа.
Сравнение значений 𝐽 - интеграла при решении
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упругопластической и упругой задач показано на ри-
сунке 2 и 3. В работе [9] показано, что линейная
механика разрушения может применяться вплоть до
нетто-напряжения 𝜎𝐻 = 0.8𝜎𝑇 для краевых трещин
в массивных телах глубиной менее 0,25 сечения или
для поверхностных трещин размером менее полови-
ны сечения. Анализ полученных результатов пока-
зал, что пределы применимости линейного подхода
сильно зависят от степени стеснения деформации,
размеров дефектов и уровня напряжения в нетто-
сечении. Так для краевой трещины в случае плос-
кого напряженного состояния с ошибкой в 15% для

трещин 𝑙
𝑏 = 0.1

0.5 величина границы применимости
линейной механики разрушения изменяется в пре-
делах ( 0.6

0.25 ) 𝜎𝑇 соответственно.
Для этих же трещин в условиях плоской деформа-

ции этот параметр изменяется от 0.85𝜎𝑇 до 0.40𝜎𝑇 .
По аналогии для образцов с центральной трещи-
ной получено, что для трещин длиной ( 0.1

0.6 ) 𝑙
𝑏 в

случае плоского напряженного состояния граница
применимости линейного подхода оценивается как
( 0.75

0.90 ) 𝜎𝑇 , а для плоской деформации - ( 1.0
1.1 ) 𝜎𝑇 .

Эти данные существенно уточняют ранее получен-
ные результаты других исследователей [6].

Рис. 2 - Графики зависимости 𝐽ep
𝐽𝑒

от приложенной
нагрузки в образце с центральной трещиной:

Рис. 3 - Графики зависимости 𝐽ep
𝐽𝑒

от приложенной
нагрузки в образце с краевой трещиной:

а – плоское напряженное состояние; б – плоская
деформация

Сказанное выше позволяет перейти к опреде-
лению аналитических зависимостей 𝐽 -интеграла в
функции приложенного напряжения, геометрии эле-

мента конструкции с трещиной и свойств материала.
В ряде работ [7, 8] предложены такие зависимости в
виде:

𝐽 = 𝛼 ⋅ 𝜎𝑇 ⋅ 𝜀𝑇 ⋅ 𝑙
2 (1 − 𝑙

𝑏) ⋅ 𝑔1 ( 𝑙
𝑏 , 𝑛) [ 𝜎 ⋅ 𝑏

𝜎𝑇 (𝑏 − 𝑙)]
𝑛

, (1)

403



ҚазТБУ ХАБАРШЫСЫ - VESTNIK KazUTB - ВЕСТНИК КазУТБ

где g1 - функция отношения длины трещины l к
ширине пластины b и показателя упрочнения ма-
териала n. При этом предполагается, что материал
упрочняется по степенному закону:

𝜀
𝜀𝑇

= 𝛼 ⋅ ( 𝜎
𝜎𝑇

)
𝑛

, (2)

где α - константа материала, 𝜀𝑇 = 𝜎𝑇
𝐸 функция

𝑔1 ( 𝑙
𝑏 , 𝑛) приводится в табулированном виде [8].

Анализ выражения (1) позволяет заключить, что
параметр 𝐽 ′ = 𝐽

𝛼𝜎𝑇 𝜀𝑇
зависит только от относитель-

ной длины трещины, приложенной нагрузки и по-
казателя упрочнения n. Так в работе [8] приведены
табулированные значения функции 𝑔 ( 𝑙

𝑏 , 𝑛) для об-
разцов с центральной трещиной для случая плоской
деформации. Установить подобное выражение для

других расчетных случаев, характерных для сварных
соединений с непроплавлениями, можно на основе
МКЭ и численного эксперимента.
Сказанное выше, распространим на материалы,

упрочняющиеся по билинейному закону. В этом
случае, из рассмотрения можно исключить параметр
n=1. На основе численного эксперимента было уста-
новлено, что параметр 𝐽𝑝𝐸𝑇

𝜎2
𝑇

не зависит от материала
при развитых пластических деформациях, когда на-
пряжения в нетто-сечении образца 𝜎𝐻 > 𝜎𝑇 . Здесь
𝐽𝑝-пластический 𝐽 -интеграл, определяемый как

𝐽𝑝 = 𝐽ep − 𝐽𝑒 (3)

где- упругий 𝐽𝑒-интеграл; 𝐽 -упругопластический
𝐽𝑒𝑝-интеграл.
С учетом сказанного можно записать

𝐽ep = 𝐽𝑒 + 𝐽𝑝 = 𝐾2
𝐼

𝐸′ + 𝜎2
𝑇 𝑙 (1 − 𝑙

𝑏 )
𝐸𝑇

𝑓1 ( 𝑙
𝑏 , 𝑃

𝑝пр
) (4)

где 𝐸′ = 𝐸 в случае плоско напряженного со-
стояния; 𝐸 = 𝐸

1−𝑣2 в случае плоской деформации;
𝑓1 ( 𝑙

𝑏 , 𝑃
𝑝пр

)- некоторая функция, зависящая от отно-
сительной длины трещины и уровня приложенной
нагрузки.
В выражении (4) величина

𝑃
𝑃пр

= 𝜎𝑏
𝜎𝑇 (𝑏 − 𝑙) .

Используя уравнения для 𝐾𝐼[9], записанные в об-
щем виде, выражение (4) можно представить в виде

𝐽ep = 𝜎2𝑙
𝐸′ 𝑓0 ( 𝑙

𝑏) + 𝜎2
𝑇 𝑙 (1 − 𝑙

𝑏 )
𝐸𝑇

𝑓1 ( 𝑙
𝑏 , 𝑃

𝑃пр
) (5)

Появление сомножителя (1− 𝑙
𝑏 ) связано с необхо-

димостью удовлетворения выражений (4) и (5) гра-
ничным условиям задачи.
На основе численного эксперимента получены та-

булированные значения для функции 𝑓1 ( 𝑙
𝑏 , 𝑃

𝑃пр
).

На рисунках 4 и 5 представлены графические зави-
симости параметра 𝐽𝑝𝐸𝑇

𝜎2
𝑇

от длины трещины и при-
ложенной нагрузки.
На рисунке 6 приведены результаты расчета на

основе табулированных данных для 𝐽 - интеграла
(ПНС) в образце с центральной трещиной зависимо-

сти разрушающих напряжений 𝜎𝑐 от относительной
длины трещины 𝑙

𝑏 . Расчетные значения хорошо со-
гласуются с экспериментальными [7] и уменьшают-
ся с увеличением длины трещины. Рассматривалась
пластина из нержавеющей стали 1X18H9T (𝜎𝑇 =
340МПа; 𝐸 = 2⋅105МПа; 𝐽𝑐 = 475 H

мм ). Увеличение
ширины пластины также приводит к снижению раз-
рушающих напряжений, причем для пластин с цен-
тральной трещиной шириной 𝑏 ≥ 300мм напряже-
ния σС оказались меньше предела текучести мате-
риала ( 𝑙

𝑏 ≥ 0.1). В пластине с краевой трещиной та-
кая ситуация наблюдается уже в пластинах шириной
𝑏 > 100мм ( 𝑙

𝑏 < 0.1).
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Рисунок 4 - Зависимость параметра 𝐽𝑝𝐸𝑇
𝜎2

𝑇
для

образца с центральной трещиной (100x200 мм):

1 – плоская деформация; 2 –плоское напряженное
состояние; P/Pпр=1,4

Рис. 5 - Зависимость параметра 𝐽𝑝𝐸𝑇
𝜎2

𝑇
для образца с

краевой трещиной (100x200 мм):

1 – плоская деформация; 2 –плоское напряженное
состояние; P/Pпр=1,4

Можно заключить, что для исследуемой стали расчет по предложенной формуле дает удовлетворитель-
ную погрешность (≈5%).

Рис. 6 -Зависимость параметра 𝜎
𝜎0

от относительной длины трещины 𝑙
𝑏

1 – b=70 мм; 2 – b=150 мм; 3 – b=300 мм; 4 – b=600 мм; • - экспериментальные данные
[7]

Результаты и обсуждения. Для высокопластич-
ных материалов с трещинами и вязким характером
разрушения, если даже момент страгивания уста-
новлен критерием 𝐽 ≤ 𝐽𝑐, необходимо решить за-
дачу распространении трещины, так как характер
роста трещины (устойчивое или неустойчивое) мо-
жет существенно влиять на работоспособность и ре-

сурс конструкции. В качестве характеристики со-
противления материала росту трещины используют
𝐽𝑅-кривые [10], определяемые экспериментально.
Эти кривые связывают значения 𝐽 -интеграла с при-
ращением длины трещиныΔ𝑙. Переход к неустойчи-
вому распространению трещины будет иметь место,
если в точке касания 𝐽 и 𝐽𝑅-кривой выполняются
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условия

𝐽(𝜎, 𝑙) = 𝐽𝑅(Δ𝑙) и 𝑑𝐽
𝑑𝑙 ≥ 𝑑𝐽𝑅

𝑑𝑙 (6)

Расчет 𝐽 -кривой (рисунок 7) для стальной пла-
стины с центральной трещиной проводили по дан-
ным [9] для пластины с центральной трещиной. 𝐽𝑅-
кривая построена по данным, полученным с помо-
щью метода делительных сеток [7].

Рис. 7 - 𝐽 и 𝐽𝑅 - кривые для образца с центральной трещиной для стали 1Х18H9T (𝑏 = 70мм; 𝑙
𝑏 = 0.5)

Из сопоставления приведенных J и JR-кривых (ри-
сунок 7) следует, что неустойчивое распространение
трещины в пластине заданных размеров в соответ-
ствии с условием (6) будет иметь место лишь при
заданной нагрузке. Переход к неустойчивому рас-
пространению трещины произойдет при напряже-
нии σ=236МПа после увеличения трещины на Δ𝑙 =
1.3мм (для сравнения 𝜎 = 223МПа, Δ𝑙 = 1.3мм)
[7].
Представленные данные дают хорошее совпаде-

ние с исследованиями других авторов и в отличие
от них являются универсальными для рассматрива-
емых классов сталей и законов упрочнения матери-
алов.
Таким образом, зная вязкость разрушения 𝐽𝐼𝐶 ,

свойства материала, геометрию элементов конструк-
ции и ее НДС, можно определить предельную на-
грузку, при которой трещина начнет распростра-
няться.
На основе предложенного в работе подхода [9]

рассмотрим влияние остаточных сварочных напря-
жений на величину 𝐽 -интеграла. В данном случае
решается задача расчета 𝐽 -интеграла в образце с
центральной трещиной при совместном действии
внешней нагрузки 𝑃

𝑃пр
и нагрузки на берегах трещи-

ны, эквивалентной действию остаточных напряже-
ний. Рассматривалась пластина размерами 100x200
мм из Ст3 со следующими характеристиками: 𝜎𝑇 =

250 МПа; 𝐸𝑇 = 7350 МПа; 𝐸 = 2 ⋅ 105 МПа.
В качестве варьируемых параметров использова-
лись: 𝑙

𝑏 - относительная длина трещины;
𝜎𝐻
𝜎𝑇

= 𝑃
𝑃пр

-
приложенная относительная внешняя нагрузка; 𝜎𝑟

𝜎𝑇
-

отношение нерелаксированных остаточных напря-
жений к пределу текучести материала. В результа-
те численного эксперимента оценивались значения
функции

𝜓 (𝜎𝐻
𝜎𝑇

, 𝜎𝑟
𝜎𝑇

, 𝑙
𝑏) = 𝐽Σ

𝐽 (7)

где 𝐽 -энергетический 𝐽 -интеграл от внешней на-
грузки; 𝐽Σ-энергетический 𝐽 -интеграл от внешней
нагрузки и нерелаксированных остаточных напря-
жений.
Предыдущие исследования позволяют принять

с некоторой долей приближения, что функция
𝜓 ( 𝜎𝐻

𝜎𝑇
, 𝜎𝑟

𝜎𝑇
, 𝑙

𝑏 ) не зависит от материала образца. Бы-
ли приняты следующие диапазоны изменения фак-
торов: 𝑙

𝑏 = 0.1
0.5 ; 𝜎𝐻

𝜎𝑇
= 0.22

1.11 ; 𝜎𝑟
𝜎𝑇

= 0
1.0 При этом учи-

тывалось допустимое сочетание остаточных и при-
ложенных напряжений.
На рисунках 8 и 9 представлены некоторые ре-

зультаты численного моделирования. Влияние оста-
точных напряжений на величину функции 𝜓 уси-
ливается с ростом длины трещины и увеличени-
ем внешней нагрузки (см. рис.8, 𝜎𝑟 = 50МПа и
𝜎𝑟 = 100МПа). При больших значениях прило-
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женных напряжений (рис.9) растягивающие оста-
точные напряжения релаксируют и почти не оказы-
вают влияния на величину 𝐽 -интеграла. С пониже-
нием 𝜎 влияние остаточных напряжений становит-
ся более заметно. Так, если вязкость разрушения
𝐽𝑐 = 240 H

мм то прочность соединения уменьшается

на 19% (OA1
OA2

≈ 1.19) за счет действия нерелаксиро-
ванных остаточных напряжений. Приведенные дан-
ные свидетельствуют о существенном влиянии оста-
точных напряжений на трещиностойкость элемен-
тов металлоконструкций, что согласуется с данными
эксперимента [9].

Рис. 8 - Зависимость функции 𝜓 от длины трещины, остаточных 𝜎𝑟 и внешних 𝜎 напряжений

Значение функции 𝜓 приведено в работе [9] в та-
булированном виде. На основе описанного подхода
можно получить подобныефункции и для других ти-
пов сварных соединений.
Таким образом, зная уровень нерелаксированных

остаточных напряжений, размер дефекта и исполь-
зуя табулированную функцию 𝜓, можно оценить ве-
личину 𝐽 -интеграла в виде

𝐽Σ = 𝐽𝜓 ( 𝑙
𝑏 , 𝜎𝐻

𝜎𝑇
, 𝜎𝑟

𝜎𝑇
) (8)

Рис. 9 - Влияние нерелаксированных остаточных напряжений на величину J-интеграла

Здесь значение 𝐽 -интеграла от действия внешней нагрузки и длины трещины определяем на основе та-
булированных данных [9].
Выводы. В данной работе с помощью полученных регрессионых зависимостей решены следующие за-

дачи.
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Определены границы применяемости линейной механики разрушения для краевых и центральных тре-
щин в типичных образцах.
Установлены зависимости разрушающих напряжений 𝜎𝑐 от относительной длины трещины 𝑙

𝑏 в образцах
с центральной и краевой трещинами на основе 𝐽 -интеграла.
Оценено влияние остаточных напряжений на величину J-интеграла в типовых образцах.
Таким образом, регрессионные зависимости для определения J-интеграла обладают достаточной надеж-

ностью и могут использоваться в практике прогнозирования остаточного ресурса сварных металлокон-
струкций.
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