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АВТОМАТТЫ БАСҚАРУЖҮЙЕЛЕРІНДЕГІ ҮЗБЕЛЕРДІҢ КЕРІ
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Мақалада экспоненциалды функциялар негізінде сандық құрылғылардың шығысындағы дабылдарын сан-
дық дифференциалдау алгоритмдері қарастырылған. Осы алгоритмдерге қойылған негізгі талаптар баян-
далған. Басқару теориясында бұл алгоритмдермен кері сандық түрлендіру мәселесін шешуге болатыны
көрсетілген. Авторлар жиілік аймақта интерполяциялық полиномдардың туындыларын бағалау негізінде
жасаған зерттеулердің сандық дифференциалдау алгоритмдері көрсеткен қорытындылары баяндалған. Қа-
растырылған алгоритмдердің ең тиімді жақтары таңдалынған.
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In article algorithms of numerical differentiation of output signals of digital devices in a time domain on the
basis of exponential functions are considered. The main requirements to algorithms of numerical differentiation
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МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ОБРАТНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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В статье рассмотрены алгоритмы численного дифференцирования выходных сигналов цифровых устройств
во временной области на базе экспоненциальных функций. Сформулированы требования к алгоритмам
численного дифференцирования для решения задачи обратного преобразования в теории управления. Из-
ложены результаты исследований авторов при разработке алгоритмов численного дифференцирования в
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частотной области на базе оценок производных интерполяционных полиномов. Выбран наиболее эффек-
тивный для решения задачи обратного преобразования алгоритм численного дифференцирования. Выяв-
лена взаимосвязь между интервалом дискретизации и полосой пропускания алгоритмов, где они реализуют
с достаточной для практики точностью дифференцирующие свойства.
Ключевые слова: Обратное цифровое преобразование, цифровой преобразователь, теория автомати-

ческого управления, численное дифференцирование, полином Стирлинга, интерполяция.

Кіріспе. Осы мақалада біз сандық құрылғы-
лардың шығыс сигналдарын сандық саралау алго-
ритмдерін құру тәсілін қарастырамыз. Құрастыры-
лған алгоритмдер уақыт аймағында ең қарапайым
жұмыс істейді, алгоритмнің негізі автоматты басқа-
ру теориясындағы (АБТ) экспоненциалды функция-
лардың әртүрлі қосымшалары болып табылады.

Алгоритмді құру үшін динамикалық басқару
жүйесінің буындарында тіркелген сигналдардың
сандық дифференциациясының теңдеулеріне талап-
тар қойылады. Нәтижесінде АБТ қарапайым буын-
дарының сигналдарын кері цифрлық түрлендіру мә-
селесін шешу жолы ұсынылды. Мақала авторлар-
дың жүргізген зерттеулері ОЖ шығысында тіркел-
ген сигналдарды сандық саралау міндеттерін тұжы-
рымдауға және интерполяциялық көпмүшелердің
туындыларымен жиілік аймағындағы жүйенің әре-

кетін бағалауға мүмкіндік берді [1-2].
Зерттеулер сонымен қатар жүйенің параметрлері

арасындағы байланыстың болуын көрсетті: сигнал
пішінін іріктеу аралығы және құрылған алгоритмнің
өткізу қабілеттілігі. Алынған нәтижелер динамика-
лық басқару жүйесінің бастапқы шарттарына кіріс
сигналын бағалаудың инварианттылығын қамтама-
сыз ететін сипатталған алгоритмнің қасиетін си-
паттауға мүмкіндік берді. Бақыланатын сигналдар-
дың туындыларын бағалау үшін интерполяциялық
көпмүшелер қолданылды.
Материалдар мен әдістер. Стирлингтің интер-

поляциялық көпмүшесінің туындысының екі және
үш бірінші терминдері бойынша сандық дифферен-
циалдау алгоритмдерін қарастырыңыз [1], оларды
келесідей жазуға болады:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦0 + Δ𝑦−1

2 + Δ3𝑦−1 + Δ3𝑦−2
2 ⋅ 3! ) = −𝑦2 + 8𝑦1 − 8𝑦−1 + 𝑦−2

12Δ𝑡 (1)

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦0 + Δ𝑦−1

2 + Δ3𝑦−1 + Δ3𝑦−2
2 ⋅ 3! + Δ5𝑦−2 + Δ5𝑦−3

60 )

= 𝑦3 − 9𝑦2 + 45𝑦1 − 45𝑦−1 + 9𝑦−2 − 𝑦−3
60Δ𝑡

(2)

Содан кейін (1) түрінде қайта жазуға болады:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦0 + Δ𝑦−1

2 − Δ3𝑦−1 + Δ3𝑦−2
2 ⋅ 3! ) . (3)

Өрнектің санаушының екінші қосындысын жеңілдетіңіз (3):

Δ3𝑦−1 + Δ3𝑦−2 = Δ2𝑦0 − Δ2𝑦−1 + Δ2𝑦−1 − Δ2𝑦−2 = Δ2𝑦0 − Δ2𝑦−2. (4)

Алғашқы айырмашылықтар арқылы оң жақ бөлігін (4) елестетіп көрейік:

Δ2𝑦0 − Δ2𝑦−2 = Δ𝑦1 − Δ𝑦0 − Δ𝑦−1 + Δ𝑦−2 = 𝑦2 − 𝑦1 − (𝑦1 − 𝑦0)−
−(𝑦0 − 𝑦−1) + (𝑦−1 − 𝑦−2) = 𝑦2 − 2𝑦1 + 2𝑦−1 − 𝑦−2

(5)

Алынған (5) нәтижені (3) өрнегіне ауыстырайық:
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̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (𝑦1 − 𝑦0 + 𝑦0 − 𝑦−1

2 − 𝑦2 − 2𝑦1 + 2𝑦−1 − 𝑦−2
2 ⋅ 3! ) =

6𝑦1 − 6𝑦−1 − 𝑦2 + 2𝑦1 − 2𝑦−1 + 𝑦−2
12Δ𝑡 = −𝑦2 + 8𝑦1 − 8𝑦−1 + 𝑦−2

12Δ𝑡

(6)

Енді өрнектің туындысын бағалауды қарастырыңыз (2):

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦0 + Δ𝑦−1

2 − Δ3𝑦−1 + Δ3𝑦−2
2 ⋅ 3! + Δ5𝑦−2 + Δ5𝑦−3

60 ) . (7)

Үшінші қосындысының өрнектердің бесінші реттік айырмашылығы (7) келесіні құрайды

{Δ5𝑦−2 = Δ4𝑦−1 − Δ4𝑦−2∣ {Δ4𝑦−1 = Δ3𝑦0 − Δ3𝑦−1∣ {Δ3𝑦0 = Δ2𝑦1 − Δ2𝑦0∣ {Δ2𝑦1 = Δ𝑦2 − Δ𝑦1∣
(8)

Енді жүйенің соңғы теңдеуін (8) алдыңғы теңдеуге (7) тиісті уақыт нүктелеріне ауыстырайық:

Δ2𝑦1 = 𝑦3 − 𝑦2 − (𝑦2 − 𝑦1) = 𝑦3 − 2𝑦2 + 𝑦1. (9)

Екінші ретті айырмашылықты Δ2𝑦0 өрнегіндегі сәйкес (9) 𝑦 индекстерді өзгерту арқылы Δ2𝑦1есептеуге
болады :

Δ2𝑦0 = 𝑦2 − 2𝑦1 + 𝑦0. (10)

(6) және (7) өрнектерін жүйенің үшінші теңдеуіне (8) ауыстырайық:

Δ3𝑦0 = (𝑦3 − 2𝑦2 + 𝑦1) − (𝑦2 − 2𝑦1 + 𝑦0) = 𝑦3 − 3𝑦2 + 3𝑦1 − 𝑦0. (11)

Тапсырманы шешудің басқа жағдайын қарастырыңыз. Аргументтің мәні 𝑦−1 Δ3𝑦0 дейін 3 реттік айыр-
машылықты есептеп, алынған өрнек пен (11) өрнекті жүйенің екінші теңдеуіне (8) ауыстырайық:

Δ4𝑦−1 = (𝑦3 − 3𝑦2 + 3𝑦1 − 𝑦0) − (𝑦2 − 3𝑦1 + 3𝑦0 − 𝑦−1) =
𝑦3 − 4𝑦2 + 6𝑦1 − 4𝑦0 + 𝑦−1

(12)

Содан кейін (10) ескере отырып, келесідей жазуға болады:

Δ4𝑦−2 = 𝑦2 − 4𝑦1 + 6𝑦0 − 4𝑦−1 + 𝑦−2. (13)

(10) және (11) өрнектерін жүйенің бірінші теңдеуіне (8)ауыстырайық:

Δ5𝑦−2 = (𝑦3 − 4𝑦2 + 6𝑦1 − 4𝑦0 + 𝑦−1) − (𝑦2 − 4𝑦1 + 6𝑦0 − 4𝑦−1 + 𝑦−2) =
𝑦3 − 5𝑦2 + 10𝑦1 − 10𝑦0 + 5𝑦−1 − 𝑦−2

(14)

𝑦−3 аргумент үшін 5 реттік айырмашылық (14) өрнегінен келесідей анықталады:

Δ5𝑦−3 = 𝑦2 − 5𝑦1 + 10𝑦0 − 10𝑦−1 + 5𝑦−2 − 𝑦−3. (15)

(14) және (15) өрнектерінің қосындысын қарастырыңыз:

Δ5𝑦−2 + Δ5𝑦−3 = 𝑦3 − 5𝑦2 + 10𝑦1 − 10𝑦0 + 5𝑦−1 − 𝑦−2+
+𝑦2 − 5𝑦1 + 10𝑦0 − 10𝑦−1 + 5𝑦−2 − 𝑦−3 = 𝑦3 − 4𝑦2 + 5𝑦1 − 5𝑦−1 + 4𝑦−2 − 𝑦−3

(16)
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(4) және (14) формулаларын ескере отырып (5) өрнегін қайта жазайық:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (−𝑦2 + 8𝑦1 − 8𝑦−1 + 𝑦−2

12 + 𝑦3 − 4𝑦2 + 5𝑦1 − 5𝑦−1 + 4𝑦−2 − 𝑦−3
60 ) . (17)

Өрнектің оң жағын (17) ортақ бөлгішке келтірейік:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (−4𝑦2 + 40𝑦1 − 40𝑦−1 + 5𝑦−2 + 𝑦3 − 4𝑦2 + 5𝑦1 − 5𝑦−1 + 4𝑦−2 − 𝑦−3

60 )

̂𝑦′(𝑡0) = 𝑦3 − 9𝑦2 + 45𝑦1 − 45𝑦−1 + 9𝑦−2 − 𝑦−3
60Δ𝑡 . (18)

Енді Ньютонның интерполяциялық полиномының туындысын қарастырайық:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦−1 + 1

2Δ2𝑦−2 + 1
3Δ3𝑦−3 + ...) . (19)

Өрнектің бірінші қосындысы (19):

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦−1) = 𝑦0 − 𝑦−1

Δ𝑡 . (20)

Өрнек (20) - Ньютонның интерполяциялық полиномын туындысының бірінші терминін қолданатын сан-
дық дифференциалдау алгоритмі [2]. Енді туынды бағалау үшін өрнектің алғашқы екі қосындысын алайық
(19):

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦−1 + 1

2Δ2𝑦−2) . (21)

Екінші термин (21) сәйкес (10) келесідей жазылуы мүмкін:

Δ2𝑦−2 = 𝑦0 − 2𝑦−1 + 𝑦−2. (22)

(22) өрнегін (21) туынды бағасына ауыстырайық:
̂𝑦′(𝑡0) = 1

Δ𝑡 (𝑦0 − 𝑦−1 + 𝑦0−2𝑦−1+𝑦−2
2 ) = 2𝑦0−2𝑦−1+𝑦0−2𝑦−1+𝑦−2

2Δ𝑡

̂𝑦′(𝑡0) = 3𝑦0 − 4𝑦−1 + 𝑦−2
2Δ𝑡 . (23)

Ньютонның интерполяциялық полиномның туындысының үш шарты бойынша туындыны бағалау келесі-
дей болады:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦−1 + 1

2Δ2𝑦−2 + 1
3Δ3𝑦−3) . (24)

𝑦−3 аргумент үшін үшінші ретті айырмашылықты тиісті индекстерді қолдана отырып (9) өрнектен алуға
болады:

Δ3𝑦−3 = 𝑦0 − 3𝑦−1 + 3𝑦−2 − 𝑦−3. (25)

(25) және (23) өрнектерді ескере отырып, туындыны бағалау (22) келесідей болады:
̂𝑦′(𝑡0) = 1

Δ𝑡 ( 3𝑦0−4𝑦−1+𝑦−2
2 + 𝑦0−3𝑦−1+3𝑦−2−𝑦−3

3 ) =
9𝑦0−12𝑦−1+3𝑦−2+2𝑦0−6𝑦−1+6𝑦−2−2𝑦−3

6Δ𝑡
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̂𝑦′(𝑡0) = 11𝑦0 − 18𝑦−1 + 9𝑦−2 − 2𝑦−3
6Δ𝑡 . (26)

Туындыны Бессель полиномының көмегімен де бағалауға болады [1]. Бессель интерполяциялық поли-
номыгың туындысы келесідей болады:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (Δ𝑦0 − Δ2𝑦0 + Δ2𝑦−1

4 + Δ3𝑦−1
12 − ...) . (27)

Өрнектің (27) бірінші қосындысы туындыға келесідей баға береді:

̂𝑦′(𝑡0) = Δ𝑦0
Δ𝑡 = 𝑦1 − 𝑦0

Δ𝑡 . (28)

Өрнектің екінші қосындысын бағалайық (27):

Δ2𝑦0 = 𝑦2 − 2𝑦1 + 𝑦0
Δ2𝑦−1 = 𝑦1 − 2𝑦0 + 𝑦−1

Δ2𝑦0 + Δ2𝑦−1 = (𝑦2 − 2𝑦1 + 𝑦0) + (𝑦1 − 2𝑦0 + 𝑦−1) = 𝑦2 − 𝑦1 − 𝑦0 + 𝑦−1. (29)

(29) өрнегін (27) ауыстырайық:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (𝑦1 − 𝑦0 − 𝑦2 − 𝑦1 − 𝑦0 + 𝑦−1

4 ) = 4𝑦1 − 4𝑦0 − 𝑦2 + 𝑦1 + 𝑦0 − 𝑦−1
4Δ𝑡

̂𝑦′(𝑡0) = −𝑦2 + 5𝑦1 − 3𝑦0 − 𝑦−1
4Δ𝑡 . (30)

(27) өрнектің үшінші қосындысы (11) сәйкес келесідей жазуға болады:

Δ3𝑦−1 = 𝑦2 − 3𝑦1 + 3𝑦0 − 𝑦−1. (31)

Бессель интерполяциялық полиномының үш бірінші қосындысы бойынша туынды бағасын (31) және (32)
ескере отырып есептеуге болады:

̂𝑦′(𝑡0) = 1
Δ𝑡 (−𝑦2 + 5𝑦1 − 3𝑦0 − 𝑦−1

4 + 𝑦2 − 3𝑦1 + 3𝑦0 − 𝑦−1
12 ) =

−3𝑦2 + 15𝑦1 − 9𝑦0 − 3𝑦−1 + 𝑦2 − 3𝑦1 + 3𝑦0 − 𝑦−1
12Δ𝑡

̂𝑦′(𝑡0) = −2𝑦2 + 12𝑦1 − 6𝑦0 − 4𝑦−1
12Δ𝑡 . (32)

Нәтижелер және талқылау. Алынған экспо-
ненциалды функцияларға негізделген (32) сандық
дифференциалдау алгоритмі сандық құрылғылар-
дың кіріс сигналын қалпына келтіру есептерін ше-
шуге жарамды [3-5].

Осындай алгоритм негізінде 1-ші және 2-ші ретті
сандық құрылғылардың кері сандық түрлендіргіш-
терін алуға болады.

Тиісті типтік түрлендіргіштерді тізбектей қосу,

егер оның сипаттамалық теңдеуінің түбірлері белгілі
болса, еркін ретті динамикалық жүйе үшін кері сан-
дық түрлендіргішті жүзеге асыруға мүмкіндік бе-
реді.
Қорытынды. Осындай типтік алгоритмдер

негізінде құрылғының тасымалдау функциясының
нөлдерін өтеу үшін кері сандық түрлендіру алго-
ритмдерін жасауға болады.

Ұсынылған типтік кері сандық түрлендіргіштер-
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дің кемшілігі-олар бойынша алынған құрылғының
кіріс сигналының бағалары біржақты емес. Кіріс сиг-
налын бағалаудың орын ауыстыруы іріктеу аралығы-
ның шамасына байланысты [6,7].

Орын ауыстыруды жою үшін кіріс сигналын баға-
лаудың бастапқы шарттарына сәйкес келмейтін және
инвариантты қамтамасыз ететін бірінші және екінші
ретті кері цифрлық түрлендірудің өзгертілген алго-
ритмдерін шығаруға болады.

Әрі қарай, модификацияланған кері цифрлық
түрлендіру алгоритмдерінің кедергіге қарсы талда-
уын жүргізу қажет. Мүмкін, бұл алгоритмдер Ко-
тельников теоремасы бойынша іріктеу аралығын
таңдау арқылы құрылғының кірісіне қолданылатын
жоғары жиілікті кедергі компоненттерінің әсерін
азайтуы мүмкін. Құрылғының шығысында жұмыс
істейтін кедергінің әсерін шығысқа қарапайым жыл-
жымалы орташа процедура бойынша тегістеуді қол-
дану арқылы азайтуға болады [8-10].
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