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Целью данной работы является исследование теплофизического состояния цилиндрического стержня по-
стоянного сечения и ограниченной длины. Данная работа посвящена к автоматизации исследования теп-
лофизического состояния стержня постоянного сечения и ограниченной длины. Процесс автоматизации
исследования опирается на законы сохранения энергии. Рассматривается трехмерное тело, постоянное по-
перечное сечение которого имеет форму цилиндра. Однако ввиду сложности изучаемых явлений решить
аналитически дифференциальные уравнения в частных производных современными математическими ме-
тодами. Также существуют много методов решения, пригодных для практического использования. Постав-
ленная задача решается приведением к уравнению в частных производных в цилиндрической системе коор-
динат, для решения которой разработан соответствующий алгоритм. Полученные результаты переводятся
в декартову систему координат. Тем самым решается исходная задача. Разработана программа нахождения
распространения температуры по стержню, которая помещает результаты численных расчетов в несколько
файлов. Результаты численных расчетов в динамике (по времени) выводятся в виде таблицы и отобра-
жаются в виде одномерных графиков. Перспективным направлением является применение интервальной
математики для исследования уравнения теплопроводности.
Ключевые слова: теплопроводность, теплоизоляция, температура, нестационарный теплофизический

процесс, энергия.
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Бұл жұмыстың мақсаты цилиндрлік сырықтың тұрақты қимасы мен шектеулі ұзындығының термофи-
зикалық күйін зерттеу болып табылады. Бұл жұмыс тұрақты қиманың және шектеулі ұзындықтың жылу-
физикалық күйін зерттеуді автоматтандыруға арналған. Зерттеуді автоматтандыру процесі энергияны сақтау
заңдарына сүйенеді. Тұрақты көлденең қимасы цилиндр тәрізді болып келетін үш өлшемді дене қарасты-
рылады. Алайда зерттелетін құбылыстардың күрделілігіне байланысты қазіргі математикалық әдістермен
ішінара туындылардағы аналитикалық дифференциалдық теңдеулер шешіледі. Сондай-ақ, практикалық
қолдануға жарамды шешудің көптеген әдістері бар. Қойылған міндет цилиндрлік координаттар жүйесін-
де ішінара туындылардағы теңдеуге келтіру арқылы шешіледі, оны шешу үшін тиісті алгоритм әзірленеді.
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Алынған нәтижелер декарттық координаттар жүйесіне аударылады. Осылайша бастапқы міндет шешіледі.
Сандық есептеулердің нәтижелерін бірнеше файлға орналастыратын сырық бойымен температураның тара-
луын табу программасы жасалды. Динамикадағы (уақыт бойынша) сандық есептеулердің нәтижелері кесте
түрінде көрсетіледі және бір өлшемді графиктер түрінде беріледі. Жылу өткізгіштік теңдеуін зерттеу үшін
интервалдық математиканы қолдану перспективалық бағыт болып табылады.
Түйін сөздер: жылу өткізгіштік, жылу оқшаулау, температура, стационарлық емес жылу-физикалық

процесс, энергия.
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The purpose of this paper is to investigate the thermophysical state of a cylindrical rod of constant cross-section
and limited length. This paper is devoted to the automation of the study of the thermophysical state of a rod of
constant cross-section and limited length. The process of automating research relies on the laws of conservation
of energy. A three-dimensional body is considered, the constant cross section of which has the shape of a cylinder.
However, due to the complexity of the studied phenomena, to solve analytically partial differential equations by
modern mathematical methods. There are also many solution methods suitable for practical use. The problem
is solved by reduction to a partial derivative equation in a cylindrical coordinate system, for the solution of
which an appropriate algorithm is developed. The obtained results are translated into Cartesian coordinate system.
This solves the original problem. A program for finding the temperature propagation along the rod has been
developed, which puts the results of numerical calculations into several files. The results of numerical calculations
in dynamics (by time) are output in the form of a table and displayed as one-dimensional graphs. A promising
direction is the application of interval mathematics to the study of the heat conduction equation.
Keywords: thermal conductivity, thermal insulation, temperature, unsteady thermophysical process, energy.

Введение. В современных условиях экономиче-
ского развития страны важнейшей задачей являет-
ся модернизация существующих и создание новых
высокоэффективных, надежных, безопасных систем
и производств. Об этом свидетельствует обращение
президента РК Касым-Жомарта Токаева в XI фо-
руме машиностроителей Казахстана, где говорится
«Отечественное машиностроение, являясь локомо-
тивом промышленности показывает рост производ-
ства 9,4%, а по итогам первого квартала 2023 го-
да 36%. Нам необходимо добиться ускоренного ро-
ста машиностроения на базе инноваций и передовых
технологий» [1].

Дальнейшее развитие энергомашиностроения и
прежде всего двигателестроения связано с суще-
ственным повышением удельных показателей. По-
вышение надёжности и долговечности элементов

конструкций двигателей, работающих в условиях
сложного циклического термомеханического и теп-
лофизического нагружения, является одной из са-
мых приоритетных задач современного двигате-
лестроения. Оценке надёжности и долговечности
предшествует анализ температурного и напряжённо-
деформированного состояний исследуемых элемен-
тов конструкций. В настоящее время одним из
наиболее перспективных направлений исследования
температурного и напряжённо-деформированного
состояний является разработка вычислительных ал-
горитмов [2].

Высокая динамика современного развития вычис-
лительных средств привела к появлению мощных
компьютерных систем. Это открывает новые более
широкие возможности эффективного использова-
ния вычислительных алгоритмов сложных теплофи-
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зических и физико-механических процессов. В то
же время качество вычислительных алгоритмов во
многом зависит от достоверности на теоретическом
уровне принятых математических моделей.

Актуально изучение качественного и количе-
ственного влияния параметров источника тепла и
геометрических характеристик стержня на темпера-
турное поле. Это связано с тем, что надежная рабо-
та технологических линий перерабатывающих пред-
приятий, элементы атомных и тепловых электро-
станций, реактивных двигателей и двигателей внут-
реннего сгорания, зависит от термофизического со-
стояния этих элементов при воздействии разнород-
ных источников тепла.
Материалы и методы. Актуальной является

также проблема создания новых эффективных ал-
горитмов и на их основе современного прикладного
программного обеспечения для решения задач вы-
числительной теплопроводности [3-4].

Анализ этих работ показывает:
1. Существующие методы исследования термофизи-

ческого состояния несущих элементов конструк-
ций учитывают влияние на распределение темпе-
ратуры тела отдельных внешних факторов.

2. В некоторых известных работах в этой области не
учитывается зависимость между коэффициентом
теплового расширения и модуля упругости от тем-
пературы стержня переменного сечения, при усло-
вии его защемления. В

3. В тех работах, где эта зависимость учтена, значения

вышеперечисленных параметров, в частном слу-
чае, используются в виде постоянных.
Поэтому, проблема разработки математической

модели термофизического состояния стержня пере-
менного сечения, которая бы учитывала одновре-
менное влияние локальной температуры, теплоизо-
ляции и теплообмена с внешней средой является ак-
туальной. Таким образом, по исследуемой проблеме
имеется существенный задел для научных поисков.

В связи с вышеизложенным, актуальной задачей
является разработка и исследование вычислитель-
ных алгоритмов и программ моделирования тепло-
физических процессов в стержне переменного се-
чения, который находится под одновременным воз-
действием локальных температур, тепловых пото-
ков, теплоизоляций и теплообменов. Так же, акту-
альной является проблема создания новых эффек-
тивных методов, вычислительных алгоритмов и на
их основе современного прикладного программного
обеспечения для решения задач теплофизики [5].
Результаты и обсуждение. В статье рассматри-

вается цилиндрический стержень длиной 𝐿 и ради-
усом 𝑅. При этом левый конец стержня совпадает
с началом координат и коэффициент теплообмена
считается постоянным по всей поверхности стерж-
ня. Также предполагается, что стержень находится
под воздействием точечной температуры и поверх-
ностного теплообмена [6].

Рассмотрим горизонтальный стержень ограничен-
ной длины 𝐿 и радиуса 𝑅.Построим глобальную де-
картовую систему координат Oxyz (Рисунок 1).

Рис.1 - Общий вид цилиндрического стержня

Распространение тепла в стержне описывается следующим трехмерным уравнением теплопроводности
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𝑐𝜌𝜕𝑇
𝜕𝑡 = 𝜕

𝜕𝑥 (𝑘𝜕𝑇
𝜕𝑥 ) + 𝜕

𝜕𝑦 (𝑘𝜕𝑇
𝜕𝑦 ) + 𝜕

𝜕𝑧 (𝑘𝜕𝑇
𝜕𝑧 ) + 𝑞, (1)

где
𝑘 - коэффициент теплопроводности;
𝜌 - плотность;
- удельная теплоемкость;
h - коэффициент теплообмена;
𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - интенсивность источников тепла в

точке (x, y, z) в момент времени t.
Tос- температура окружающей среды;
Sпс - площадь поперечного сечения стержня;
x, y, z - пространственные переменные 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤

𝑅, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿;
𝑅- радиус стержня;
𝐿- длина стержня.
Дифференциальное уравнение в частных произ-

водных (1) является дифференциальным уравнени-
ем сохранения энергии для изохорного процесса
переноса теплоты, или уравнением нестационарной
теплопроводности. Оно устанавливает связь между
временным и пространственным изменением темпе-
ратуры в любой точке твердого тела, в котором про-
исходит процесс теплопроводности.

Предполагается, что левый конец стержня совпа-
дает с началом координат и коэффициент тепло-
обмена считается постоянным по всей поверхности
стержня. Также предполагается, что стержень нахо-
дится под воздействием точечной температуры и по-
верхностного теплообмена.

Дифференциальное уравнение теплопроводности
совместно с начальными и граничными условиями
полностью определяют задачу, т. е. зная геометри-
ческую форму тела, начальные и граничные усло-
вия, можно дифференциальное уравнение решить
до конца и, следовательно, найти поле температур
в теле, 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - функцию распределения темпе-
ратуры в любой момент времени t.

Функция 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) должна удовлетворять диф-
ференциальному уравнению (1), а также начальному
и граничным условиям.

Для выделения единственного решения уравне-
ния теплопроводности необходимо к уравнению (1)
присоединить начальные и граничные условия.

Начальные условия необходимы при рассмотре-
нии нестационарных процессов и состоят в задании
закона распределения температуры внутри тела в
начальный момент времени. В общем случае началь-
ное условие аналитически может быть записано сле-
дующим образом:

𝑇 𝑡=0 = 𝑓(𝑀), (2)

где 𝑀 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,
t - время (𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1),
𝑡1 − 𝑡0 - промежуток времени, в течение которого

изучается процесс теплопроводности стержня.
Обозначим через 𝐷 - параллелепипед (-R≤ 𝑥, 𝑦 ≤

𝑅, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿}, а через - границу 𝐷, 𝑄 =
{𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡|(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]}.

Граничные условия зададим в виде

𝜕𝑇
𝜕𝑛 = 0. (3)

𝑇 (0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑓 .
В данной работе рассматривается горизонталь-

ный цилиндрический стержень радиуса R и огра-
ниченной длины L. Боковая поверхность стерж-
ня нетеплоизолирована. На площадь поперечного
сечения левого конца подводится тепловой поток
интенсивностью𝑞[ Вт

cм2 ]. При этом температура окру-
жающей среды Тос[0С].

При замене координат

𝑥 = 𝑟 ∗ sin(𝜑), 𝑦 = 𝑟 ∗ cos(𝜑) (4)

система уравнений теплопроводности (1) примет
следующий вид в цилиндрической системе коорди-
нат

𝜕𝑇
𝜕𝑡 = 𝑘(𝑡) (𝜕2𝑇

𝜕𝑟2 + 1
𝑟

𝜕𝑇
𝜕𝑟 + 1

𝑟2
𝜕2𝑇
𝜕𝜑2 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2 ) + 𝑞(𝑟, 𝑧, 𝜑, 𝑡)
𝑐𝜌 (5)
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В силу симметрии поле температур не зависит от
φ. Поэтому перепишем уравнение (3) в следующем
виде

𝜕𝑇
𝜕𝑡 = 𝑘(𝑡) (𝜕2𝑇

𝜕𝑟2 + 1
𝑟

𝜕𝑇
𝜕𝑟 + 𝜕2𝑇

𝜕𝑧2 )+𝑞(𝑟, 𝑧, 𝑡)
𝑐𝜌 (6)

Обозначим через 𝐷𝑟 - параллелепипед (-R≤ 𝑟 ≤
𝑅, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿}, а через 𝑟 - границу 𝐷𝑟, 𝑄𝑟 =
{𝑟, 𝑧, 𝑡|(𝑟, 𝑧) ∈ 𝐷𝑟, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]}.

Граничные условия зададим в виде

𝜕𝑇
𝜕𝑛 𝑟

= 0. (7)

𝑇 (0, 𝑧, 𝑡) = 𝑓 .
В курсе математической физики доказывается

принцип максимума и теорема единственности ре-
шения, из которой следует, что если некоторая
функция 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)удовлетворяет дифференциаль-
ному уравнению теплопроводности, начальным и
граничным условиям, то она является единствен-
ным решением данной задачи [7].

Теорема 1 (принцип максимума). Если функция
𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) определенная и непрерывная в замкнутой
области 𝑄𝑟 удовлетворяет уравнению (1), то она до-
стигает максимального и минимального значения в
начальный момент времени или на границе 𝑟 [8].

Теорема 2 (единственности). Если две функции
𝑇1 и 𝑇2, определенные и непрерывные в области 𝑄𝑟,
удовлетворяют уравнению (1) и одинаковым началь-
ным и граничным условиям (3)-(4), то 𝑇1(𝑟, 𝑧, 𝑡) ≡
𝑇2(𝑟, 𝑧, 𝑡) [9].

В этой связи предлагается решение поставленной
задачи разбить на несколько подзадач.

Задача 1. Численное решение уравнения тепло-
проводности в цилиндрической системе координат.

Для численного решения задачи (6)-(7) применя-
ется разностный метод, т.е. уравнение теплопровод-
ности аппроксимируется разностной схемой.

Покроем область D равномерной сеткой с шагами
∆r и ∆z по осям r и z соответственно. Запишем сле-
дующую разностную аппроксимацию уравнения (6)

𝑇 𝜌𝑛+1
𝑖,𝑗 = 𝑇 𝜌𝑛

𝑖,𝑗 + 𝛥𝑡𝑘, (𝑇 𝜌𝑛
𝑖+1 − 2𝑇 𝜌𝑛

𝑖,𝑗 + 𝑇 𝜌𝑛
𝑖−1,𝑗

Δ𝑟2 + 𝑇 𝜌𝑛
𝑖,𝑗 − 𝑇 𝜌𝑛

𝑖−1,𝑗
2𝑟Δ𝑟 + 𝑇 𝜌𝑛

𝑖,𝑗 − 2𝑇 𝜌𝑛
𝑖,𝑗 + 𝑇 𝜌𝑛

𝑖,𝑗
Δ𝑧2 ) + 1

𝑐𝜌𝑞𝜌𝑛
𝑖,𝑗,
(8)

Здесь ∆t - шаг по времени, индекс n - по времени,
∆r-шаг по радиусу,

∆z-шаг вдоль оси Oz, индексы i, j - по координатам
r и z соответственно. В выражении (8) все слагаемые
записываются для n-го временного шага и лишь од-
но - для (n+1)-го.

Предлагается следующий итерационный алго-
ритм решения (Алгоритм А):

1. 𝑡 = 𝑡0, n = 0. 𝑇 0
𝑖,𝑗 = 0 для всех внутренних точек

в области 𝐷𝑟,

𝑇 0
𝑟

= 𝑓(𝑀), (9)

где 𝑀 = (𝑟, 𝑧) ∈ 𝑟, для всех точек на границе 𝑟.
2. По формуле (8) вычисляем значения 𝑇 𝑛+1

𝑖,𝑗 во
внутренних точках области 𝐷𝑟.

3. Если критерий 𝑡 < 𝑡1 выполняется, то t = t +
∆t, n= n + 1, переход на шаг 2, иначе итерационный
процесс завершен.

При выполнении расчетов необходимо провести
исследование устойчивости разностной схемы (8), а

именно проверить условие.

𝛥𝑡 ≤ 1
2𝑎2 ( 1

𝛥𝑟2 + 1
𝛥𝑧2 ) . (10)

Разработана программа нахождения распростра-
нения температуры по цилиндрическому стержню
стрежню, которая помещает результаты численных
расчетов в несколько файлов [11]. Результаты чис-
ленных расчетов в динамике (по времени) отобра-
жаются в виде одномерных графиков. Расчеты про-
ведены при следующих исходных данных:

𝐿 = 1.0; 𝑅 = 10.0 𝛥𝑡 = 0.01;

𝑛𝑟 = 10; 𝑛𝑧 = 6;

𝛥𝑟 = 𝑅
𝑛𝑟 ,

𝛥𝑧 = 𝐿
𝑛𝑧 ;
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𝑞 = 200; 𝜌 = 7.870; 𝑐 = 0.13; 𝑘 = 0.177;

Результаты численных расчетов представлены в
файле Rezult.txt.

Из-за сложности интерпретации полученных чис-

ленных расчетов и повышения наглядности разрабо-
тана программа на MatLab. На рисунках 2-3 пред-
ставлены в графическом виде результаты экспери-
ментальных расчетов. На рисунке 2 представлен гра-
фик распространения температуры за время Т=5 по
центру стержня в направлении оси Z от начала ко-
ординат в динамике.

Рис. 2 - График распространения температуры по центру
стержня в направлении Z от начала координат за время

Т=5

Рис. 3 - График распространения температуры по центру
стержня в направлении Z от начала координат за время

Т=50

На рисунке 3 представлен график распростране-
ния температуры за время Т=50 по центру стержня
в направлении оси Z от начала координат в динами-
ке.

В результате работы алгоритма А в матрице 𝑇 𝜌𝑛
𝑖,𝑗

размещается численное решение уравнения тепл-
проводности в цилиндрической системе координат.

Задача 2. Решение уравнения теплопроводности в
декартовой системе координат на нерегулярной сет-
ке.

Предлагается следующий итерационный алго-
ритм решения (Алгоритм В):

1. 𝑡 = 𝑡0, n = 0.
2. По формуле (4) вычисляем значения 𝑇 𝑥𝑛

𝑘 , 𝑇 𝑦𝑛
𝑘

и 𝑇 𝑥𝑦𝑧𝑛
𝑘 для всех 𝜑𝑛

𝑖 и 𝑟𝑛
𝑗 . Здесь

𝑖 = 1, 𝑛𝜑 , j1, 𝑛𝑟 ,k1, 𝑛𝜑 ∗ 𝑛𝑟.
3. Если критерий 𝑡 < 𝑡1 выполняется, то t = t +

∆t, n= n + 1, переход на шаг 2, иначе итерационный
процесс завершен.

Задача 3. Решение уравнения теплопроводности в

декартовой системе координат на регулярной сетке.
Предлагается следующий итерационный алго-

ритм решения (АлгоритмС):
1. 𝑡 = 𝑡0, n = 0.
2. Для всех 𝑖 = 1, 𝑛𝑥 вычисляем координату xt
3. Для всех 𝑗 = 1, 𝑛𝑦 вычисляем координату yt
4. Для точки (xt, yt) находим ближайшую точки из

массивов 𝑇 𝑥𝑛
𝑘 , 𝑇 𝑦𝑛

𝑘 , т.е. решаем следующую задачу
min(√(𝑇 𝑥𝑛

𝑘 − 𝑥𝑡)2 + (𝑇 𝑦𝑛
𝑘 − 𝑦𝑡)2). Значение

температуры в точке минимума присваиваем эле-
менту матрицы 𝑇 𝑛

𝑖,𝑗.
5. Если критерий 𝑡 < 𝑡1 выполняется, то t = t +

∆t, n= n + 1, переход на шаг 2, иначе итерационный
процесс завершен [10].

В результате выполнения алгоритмов А-С нахо-
дится решение уравнения теплопроводности цилин-
дрического стержня (1) в декартовой системе коор-
динат.
Заключение. Исследование уравнения тепло-
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проводности в декартовой системе координат стерж-
ня с круговым сечением сведено к решению урав-
нения теплопроводности в цилиндрической системе
координат, что позволило уменьшить размерность
рассматриваемой задачи. На основе полученного ре-
шения в цилиндрических переменных разработан
алгоритм его перевода в декартовую систему коор-
динат на нерегулярной сетке. Далее построен алго-
ритм получения решения исходного уравнения на
регулярной сетке.

Результаты численных расчетов не противоре-
чат экспериментальным данным. Дополнительно ре-

зультаты выводятся в текстовые файлы и обеспечи-
вают построение одномерных изображений динами-
ки температуры с помощью системы MatLab, для ко-
торого написана соответствующая программа.

Перспективным направлением видится примене-
ние интервальной математики для исследования
уравнения теплопроводности [11-13].

Работа выполнена за счет средств НИИ мате-
матики и механики при КазНУ имени аль-Фараби и
грантового финансирования научных исследований
на 2023-2025 годы по проекту AP19678157.
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