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В статье исследована n-камерная фармокинетическая модель, описываемая обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями. На основе сведения рассматриваемой модели к интегральному уравнению Воль-
терра второго рода получен аналитический вид его решения. На основе применения компьютерной алгебры
разработан конструктивный алгоритм решения обратной задачи фармокинетики. Разработано программ-
ное обеспечение на MatLab. Эффективность предложенного алгоритма продемонстрирована на модельной
задаче.
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Мақалада қарапайым дифференциалдық теңдеулермен сипатталған n-камералы фармакокинетикалық
модель зерттеледі. Қарастырылып отырған модельді екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеуіне келтіру
негізінде оның шешімінің аналитикалық түрі алынады. Компьютерлік алгебраны қолдану негізінде фар-
макокинетиканың кері есебін шешудің конструктивті алгоритмі жасалды. MatLab жүйесінде әзірленген
бағдарламалық қамтамасыз ету. Ұсынылған алгоритмнің тиімділігі модельдік есепте көрсетілген.
Түйінді сөздер: Вольтерра интегралдық теңдеуі, компьютерлік алгебра, көп камералы модель, кері

есептер, фармакодинамика, фармакокинетика, функционалдық.
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The article investigates the n-chamber pharmacokinetic model described by ordinary differential equations.
Based on the reduction of the model under consideration to the Volterra integral equation of the second kind, an
analytical form of its solution is obtained. Based on the application of computer algebra, a constructive algorithm
for solving the inverse problem of pharmacokinetics has been developed. Developed software on MatLab. The
efficiency of the proposed algorithm is demonstrated on a model problem.
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Введение. В последние годы получили совмест-
ное развитие научно-технические направления фар-
макокинетика (ФК) и фармакодинамика (ФД) [1].
Фармакокинетические модели широко использу-

ются в качестве средства прогнозирования распо-
ложения лекарственного средства в организме. Это
можно предсказать, моделируя одновременное рас-
пределение лекарственного средства через ткани те-
ла и клиренс [2-3].
Фармакокинетические исследования изучают, как

организм взаимодействует на всасывание, распре-
деление, метаболизм и выведение исследуемых ле-
карств, выраженные в математических терминах [4].
В 1968 году Е.Крюгер-Тимер впервые предложил

модель с двумя камерами для достижения и поддер-
жания постоянного уровня концентрации лекарств в
крови [5]. Результаты показали, что нагрузочная до-
за была необходима для заполнения начального объ-
ема распределения для достижения устойчивого со-
стояния.
Дальнейшее научное развитие ФК и ФД продол-

жается с точки зрения совершенствования применя-
емого математического аппарата, аналитических ме-
тодов, методики измерений, углубленного изучения
и обоснования физиологических основ.
Фармакокинетический анализ проводится безка-

мерными (модельно-независимыми) или камерными
методами. Основным преимуществом камерных ме-
тодов перед безкамерными методами является спо-
собность прогнозировать концентрацию [6-7].
На практике количество камер обычно ограниче-

но до 3, поскольку биологическая изменчивость и
изменение анализа не позволяют оценить дополни-
тельные коэффициенты и показатели по наблюдае-
мым данным. Усложнение модели кинетики с уве-
личением числа камер модели до двух и более мо-
жет быть произведено в случае, если математиче-
ский анализ ФК-данных показывает неадекватность
описания их моделью с более простой структурой
или необходимостью такого усложнения диктуется
известными свойствами данного препарата [1].
При назначении многих препаратов врачу прихо-

дится принимать во внимание вариацию реакций па-
циентов на терапию. Раньше считалось, что разли-
чия объясняются в основном индивидуальной чув-
ствительностью или резистентностью. Исследования
последних десятилетий в области фармакокинети-
ки и фармакодинамики показали, что во многом
эти различия обусловлены межиндивидуальной ва-
риабельностью показателей процессов всасывания,

распределения и элиминации лекарственных препа-
ратов. Возраст, пол, генетические особенности па-
циента, его физическое состояние, наличие сопут-
ствующих заболеваний, получаемая пациентом ком-
плексная терапия могут оказывать влияние на про-
текание этих фармакокинетических процессов [1].
Переход препарата из крови во внесосудистое

пространство (внеклеточную и внутриклеточную
жидкости, ткани) называется его распределением.
Распределение препарата - это обычно быстрый и
обратимый процесс. Так, вскоре после внутривен-
ного введения препарат достигает равновесного рас-
пределения между плазмой, эритроцитами, другими
жидкими средами и тканями организма. В результа-
те достижения этого динамического равновесия из-
менение концентрации препарата в плазме отража-
ет изменения концентрации препарата в других тка-
нях, включая место действия.
Выведение препарата, или элиминация, обеспечи-

вается (из крови в мочу или другие экскреторные ка-
меры, такие, как желчь, слюна, грудное молоко), а
также биотрансформацией препарата в тканях или
плазме. Процессы элиминации, обычно необрати-
мые, включающие все способы экскреции и метабо-
лической инактивации: выведение почками или лег-
кими, с желчью, с экскрементами, через кожу, био-
трансформацию и т.п., - ответственны за выведение
препарата из организма.

Рис. 1 - Схема кровообращения

Поскольку проникновение препарата в ту или
иную ткань зависит от ее кровоснабжения, относи-
тельно доступными для препаратов обычно считают
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кровь, интерстициальную жидкость и сильно васку-
ляризованные ткани сердца, мозга, легких, печени,
почек, эндокринных желез, а менее доступными -
все остальные ткани (Рисунок 1).
Для решения задач клинической фармакокинети-

ки целесообразно и необходимо использовать ма-
тематическое моделирование. Часто именно выбор
адекватной модели, подходящего алгоритма иденти-
фикации ее параметров по имеющимся измерениям
концентрации препарата, моментов времени взятия
проб крови в ходе процедуры мониторинга опреде-
ляют точность прогноза эффективности и безопас-
ности терапии, а иногда и саму возможность такого
прогноза.
Материалы и методы. В общем виде ФК-

модель может быть представлена как система диф-
ференциальных уравнений, записанная на основе
баланса масс (скорость изменения количества пре-
парата в камере модели равна разности между ско-
ростью поступления вы нее и скорости выведения из
нее препарата). В общем виде такая система диф-
ференциальных уравнений, описывающая кинетику
лекарственного препарата в организме, может быть
записана так [8]:

�̇� = 𝐹(𝑋, 𝜃, 𝑈, 𝑡), 𝑋(0) = 𝑋0, (1)

где θ - вектор параметров размерности 𝑚, 𝑈(𝑡) -
входы модели, задающие способы введения препа-
рата,𝑋(𝑡) - вектор переменных модели размерности
𝑛 (обычно количества препарата в камерах модели),
время 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. 𝑇 - задано.
К системе уравнений (1) добавляются начальные

условия:

𝑋(0) = 𝑋0 (2)

Модель кинетики дополняется системой уравне-
ний регистрации, или измерений концентрации пре-
парат в тест-тканях или измерения показателей эф-
фектов:

𝑌 (𝑡) = 𝑍 (𝑋(𝑡), 𝜃) (3)

Линейной многокамерной модели соответству-
ет система дифференциальных уравнений баланса
масс с постоянными коэффициентами (константами
скорости переноса):

�̇� = 𝐴(𝜃)𝑋, (4)

𝑋(0) = 𝑋0, (5)

где 𝐴(𝜃) - 𝑛 ∗ 𝑛 - матрица элементы которой зави-
сят от вектора параметров.
Для линейной модели кинетики измерения кон-

центрации препарат в тест-тканях производятся в
моменты времени 𝑡𝑗, 𝑗 = 0, 𝑝:

𝑌 (𝑡𝑗) = 𝐶 ∗ 𝑋 (𝑡𝑗, 𝜃) . (6)

Здесь р - число измерений, C - n-вектор.
Обратная задача

Обратные задачи связаны с обращением
причинно-следственной связи, т. е. задачи опреде-
ления неизвестных причин известных следствий.
Такие задачи возникают обычно как задачи интер-
претации тех или иных наблюдений или как задачи
восстановления внутреннего состояния объекта по
его внешним проявлениям [9]. Для (4)-(5) это за-
дачи идентификации индивидуальных неизвестных
параметров (элементов матрицы 𝐴(𝜃) от парамет-
ров (𝜃)) и по результатам измерения концентрации
изучаемого препарата в тест-камерах (6).
Для идентификации параметров модели (4)-(5)

существуют много методов, основанных на мини-
мизации функционалов, зависящих от эксперимен-
тальных и прогнозных данных [10-11]:

𝑆 =
𝑝

∑
𝑗=0

(𝑌 𝑒𝑥
𝑗 − 𝐶 ∗ 𝑋 (𝑡𝑗, 𝜃))2 → min, (7)

или решении системы нелинейных алгебраиче-
ских уравнений

𝐶 ∗ 𝑋 (𝑡𝑗, 𝜃) = 𝑌 𝑒𝑥
𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝, (8)

где 𝑌 𝑒𝑥
𝑗 измеренное значение в момент времени

𝑡𝑗, 𝑗 = 0, 𝑝,
𝑋 (𝑡𝑗, 𝜃) - решение системы дифференциальных

уравнений (4).
Запишем решение системы (4) в виде

𝑋(𝑡, 𝜃) = 𝑒𝐴(𝜃)𝑡 ∗ 𝑋0. (9)

Как известно [12-13], построение матрицы 𝑒𝐴(𝜃)𝑡

- довольно сложная задача, тем более зависящей от
параметров 𝜃. Поэтому многие исследователи фар-
макокинетических моделей ограничиваются тремя
камерами [14-15].
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Решение систему уравнений (4)-(5) запишем в ви-
де интегрального уравнения:

𝑋(𝑡, 𝜃) = 𝑋0 + ∫
𝑡

0
𝐴(𝜃) ∗ 𝑋(𝜏, 𝜃)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

(10)
Уравнение (12) является частным случаем инте-

грального уравнения Вольтерра второго рода [16]

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜇 ∫
𝑡

0
𝐾(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑦(𝜏)𝑑𝜏, (11)

где

𝑦(𝑡) = 𝑋(𝑡, 𝜃); 𝑓(𝑡) = 𝑋0; 𝐾(𝑡, 𝜏) = 𝐴(𝜃); 𝜇 = 1.
(12)

Теорема 1. Уравнение (12) имеет единственное
непрерывное решение при заданных фиксирован-
ных значениях параметров 𝜃. Это решение может
быть найдено методом последовательных приближе-
ний.
Доказательство. Так как матрица 𝐴(𝜃) и вектор

начальных условий матрица𝑋0 при фиксированных
значениях параметров 𝜃 являются постоянными, то
тем самым выполнены все условия теоремы 1 [16].
Отсюда следует справедливость утверждения теоре-
мы.
Для уравнения (13) обозначим оператор Вольтер-

ра через

𝐵𝑦 = ∫
𝑡

0
𝐾(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑦(𝜏)𝑑𝜏.

Определим повторное ядро оператора Вольтерра:

𝐵𝑛𝑦 = ∫
𝑡

0
𝐾𝑛(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑦(𝜏)𝑑𝜏,

𝐾𝑛(𝑡, 𝑠) = ∫
𝑡

𝑠
𝐾(𝑡, 𝜏)𝐾𝑛−1(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏,

𝑅(𝑡, 𝑠) =
∞

∑
𝑛=1

𝐾𝑛(𝜏, 𝑠).

Пусть 𝑀 = 0 ≤ 𝑡, 𝑠 ≤ 𝑇 |𝐾(𝑡, 𝑠)| ̇ Тогда для по-
вторных ядер справедливо

| 𝐾𝑛(𝑡, 𝑠)| ≤ 𝑀𝑛∗(𝑡−𝑠)𝑛

(𝑛−1)! .
Тогда решение уравнения (13) примет вид [17]

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫
𝑡

0
𝑅(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏 (13)

Вместо 𝑦(𝜏) в (15) подставим 𝑋(𝜏, 𝜃)
Отсюда в силу независимости матрицы 𝐴(𝜃 от

времени получим

𝑋(𝑡, 𝜃) = (𝐸 + 𝐴(𝜃)𝑡 + 1
2𝐴(𝜃)2𝑡2

+ 1
𝑘!𝐴(𝜃)𝑘𝑡𝑘 + …)

(14)

Для достаточно больших k величина
1
𝑘! ∥𝐴(𝜃)𝑘 ∗ 𝑡𝑘∥ становится малой и (16) можно пе-
реписать в виде

𝑋(𝑡, 𝜃) = (𝐸 +
𝑟

∑
𝑘=1

1
𝑘!𝐴(𝜃)𝑘 ∗ 𝑡𝑘) 𝑋0. (15)

Теорема 2. Для любого 𝜀 ≥ 0 существует но-
мер 𝑟, такой что для всех 𝑘 > 𝑟 справедливо
1
𝑘! ∥𝐴(𝜃)𝑘 ∗ 𝑇 𝑘∥ ≤ 𝜀.
Доказательство. Введем обозначения
𝑎 = ‖𝐴(𝜃)‖ ∗ 𝑇 , 𝑎𝑘 = 1

𝑘! 𝑎𝑘 . Рассмотрим ряд
1 + ∑∞

𝑘=1
𝑎𝑘
𝑘! .

Вычислим 𝜌 = lim𝑘→∞
𝑎𝑘+1
𝑎𝑘

= lim𝑘→∞
𝑎

𝑘+1 =0.
Т.к. 𝜌 ≤ 1, то построенный ряд является сходя-

щимся. Для любого 𝜀 ≥ 0 существует номер 𝑟, такой
что для всех 𝑘 > 𝑟 справедливо 𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
≤ 𝜌 + 𝜀 [17].

Отсюда 𝑎
𝑟+1 ≤ 𝜀 или 𝑟 = [ 𝑎

𝜀 ]. (Целая часть от
деления). Отсюда следует справедливость
утверждения теоремы.
Результаты и обсуждение. Дальнейшие иссле-

дования проведем на примере модели, описываемой
уравнениями (4)-(5).
Здесь матрица 𝐴(𝜃) примет вид:

𝐴(𝜃) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

−𝜃 0 0 0
𝜃 −0.5 0 0.4
0 0.2 0 0
0 0.3 0 −0.4

⎞⎟⎟⎟
⎠

Тогда аналитическое решение примет вид:

𝑋(𝜃, 𝑡) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑋1
𝑋2
𝑋3
𝑋4

⎞⎟⎟⎟
⎠
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где

𝑋1(𝜃, 𝑡) = 2 − 2𝑡𝜃 + 𝑡2𝜃2 − 1
3𝑡3𝜃3 + 1

12𝑡4𝜃4 − 1
60𝑡5𝜃5,

𝑋2(𝜃, 𝑡) = 2𝑡𝜃 + 𝑡2 (−𝜃2 − 0.5𝜃) + 1
3𝑡3 (𝜃3 + 0.5𝜃2 + 0.37𝜃)

+ 1
12𝑡4 (−𝜃4 − 0.5𝜃3 − 0.37𝜃2 − 0.293𝜃) + 1

60𝑡5 (𝜃5 + 0.5𝜃4 + 0.37𝜃3 + 0.293𝜃2 + 0.2341𝜃) ,

𝑋3(𝜃, 𝑡) = 0.2𝑡2𝜃 + 1
3𝑡3 (−0.2𝜃2 − 0.10𝜃) + 1

12𝑡4 (0.2𝜃3 + 0.10𝜃2 + 0.074𝜃)

+ 1
60𝑡5 (−0.2𝜃4 − 0.10𝜃3 − 0.074𝜃2 − 0.058𝜃) ,

𝑋4(𝜃, 𝑡) = 0.3𝑡2𝜃 + 1
3𝑡3 (−0.3𝜃2 − 0.27𝜃) + 1

12𝑡4 (0.3𝜃3 + 0.27𝜃2 + 0.219𝜃)

+ 1
60𝑡5 (−0.3𝜃4 − 0.27𝜃3 − 0.219𝜃2 − 0.175𝜃) .

(16)
При фиксированном значении 𝜃 = 0.5

𝑋1(0.5, 𝑡) = 2 − 𝑡 + 0.25𝑡2 − 0.041𝑡3 + 0.005𝑡4 − 0.0005𝑡5,
𝑋2(0.5, 𝑡) = 𝑡 − 0.5𝑡2 + 0.145𝑡3 − 0.03𝑡4 + 0.005𝑡5,
𝑋3(0.5, 𝑡) = 0.1𝑡2 − 0.033𝑡3 + 0.007𝑡4 − 0.001𝑡5,
𝑋4(0.5, 𝑡) = 0.15𝑡2 − 0.07𝑡3 + 0.17𝑡4 − 0.003𝑡5.

(17)

В случае если размерностьm вектора параметров θ совпадает с числом измерений р в (6), то неизвестные
параметры θ могут быть найдены из решения системы нелинейных уравнений [18]:

𝐶 ∗ (𝐸 +
𝑟

∑
𝑘=1

1
𝑘!𝐴(𝜃)𝑘 ∗ 𝑡𝑘) 𝑋0 = 𝑌 𝑒𝑥

𝑗 , 𝑗 = ́1, 𝑝 (18)

Решим обратную задача фармакокинетики, т.е.найдем значение параметра θ при 𝑇 = 0.5 и известном
значении 𝑌 𝑒𝑥

1 = 1.5644.
Решим нелинейное уравнение 𝑋1(𝜃, 0.5) = 1.5644 методом дихотомии [19]. Для этого введем обозна-

чение 𝑓(𝜃) = 𝑋1(𝜃, 0.5) − 1.5644.

В таблице приведены результаты расчетов.

№ 𝜃1 𝜃2 𝜃3 = (𝜃2 + 𝜃1)/2 𝜃2 − 𝜃1 𝑓(𝜃3)
1 0.1000 0.7000 0.4000 0.6000 -0.0730
2 0.4000 0.7000 0.5500 0.3000 0.0453
3 0.4000 0.5500 0.4750 0.1500 -0.0127
4 0.4750 0.5500 0.5125 0.0750 0.0166
5 0.4750 0.5125 0.4937 0.0375 0.0020
6 0.4750 0.4937 0.4844 0.0187 -0.0054
7 0.4844 0.4937 0.4891 0.0094 -0.0017
8 0.4891 0.4937 0.4914 0.0047 0.0001
9 0.4891 0.4914 0.4902 0.0023 -0.00007
10 0.4902 0.4914 0.4908 0.0012 -0.00003
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Результаты расчетов показали быструю сходи-
мость к искомому значению θ=0.5 уже на 10-й ите-
рации с точностью 0.001
Выводы. Исследована n-камерная фармокинети-

ческая модель, описываемая обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями. На основе сведения
рассматриваемой модели к интегральному уравне-
нию Вольтерра второго рода получен аналитический
вид его решения. На основе применения компью-
терной алгебры разработан конструктивный алго-
ритм построения аналитического решения фармако-
кинетической модели, зависящий от параметров и

времени. Разработано программное обеспечение на
MatLab [20-21]. Эффективность предложенного ал-
горитма продемонстрирована на модельной задаче:
решение полученное методом Рунге-Кутта и анали-
тическое решение (25) совпадает с точностью 0.001.
Работа выполнена за счет средств НИИ мате-

матики и механики при КазНУ имени аль-Фараби и
грантового финансирования научных исследований
на 2023-2025 годы по проекту AP19678157 «Раз-
работка программно-аппаратного комплекса мони-
торинга состояния уровня заполняемости водоё-
ма».
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