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Современная цивилизация переживает стремительный рост вычислительных мощностей и по-
всеместное внедрение цифровых технологий. На этом фоне роботы, интеллектуальные устройства
и программные комплексы на базе ИИ становятся ключевыми инструментами не только в быту и
промышленности, но и в научных исследованиях. Информатизация активно охватывает и пище-
вую отрасль: исторически эмпирическая по подходам, она накопила обширные эксперименталь-
ные данные, анализ которых сегодня невозможен без методов компьютерного моделирования.

В работе рассматривается управляемость многостадийного процесса изготовления хлебобулоч-
ной продукции. Показано, что математическое моделирование способно заменить дорогостоящие
и потенциально рискованные эксперименты, а также дает критерий управляемости, реализован-
ный программно.
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Қазіргі өркениет есептеу қуатының қарқынды өсуі мен цифрлық технологиялардың кеңінен ен-
гізілу кезеңін бастан өткеріп отыр. Осы жағдайда роботтар, интеллектуалды құрылғылар және
жасанды интеллект негізіндегі бағдарламалық кешендер тек тұрмыста және өндірісте ғана емес,
ғылыми зерттеулерде де негізгі құралдарға айналуда. Ақпараттандыру үдерісі тамақ өнеркәсібін
де белсенді түрде қамтып келеді: тарихи тұрғыдан эмпирикалық әдістерге сүйенген бұл салада
жиналған мол тәжірибелік деректерді бүгінгі таңда компьютерлік модельдеу әдістерінсіз талдау
мүмкін емес.

Бұл жұмыста нан-тоқаш өнімдерін өндірудің көпсатылы процесін басқару мәселесі қарастыры-
лған. Математикалық модельдеу қымбат әрі тәуекелі жоғары эксперименттердің орнын баса алаты-
ны және басқарылу критерийін бағдарламалық түрде іске асыруға мүмкіндік беретіні көрсетілген.
Түйін сөздер: кинетика, математикалық модель, тамақ өнеркәсібі, басқару, нан-тоқаш өнімдері,

технологиялық процесс, оңтайландыру, сандық модельдеу.
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Modern civilization is experiencing a rapid increase in computational power and the widespread adop-
tion of digital technologies. Against this background, robots, intelligent devices, and AI-based software
systems are becoming key tools not only in everyday life and industry but also in scientific research.
Informatization is actively transforming the food industry as well: historically empirical in its approaches,
it has accumulated a large amount of experimental data, the analysis of which today is impossible without
computer modeling methods.

This paper examines the controllability of the multistage process of bakery production. It is shown
that mathematical modeling can replace costly and potentially risky experiments and also provides a
controllability criterion implemented in software form.
Keywords: kinetics, mathematical model, food industry, process control, bakery products, techno-

logical process, optimization, digital modeling

Введение. Статья посвящена моделированию
процессов хлебопечения, описываемых нели-
нейными ОДУ, характерными для широкого
класса систем со сложной динамикой. За послед-
ние годы значительно развилась теория управ-
ления химико-технологическими процессами и
реакторами: моделирование ускоряет разработ-
ку новых технологий, помогает выявлять обла-
сти устойчивых или неустойчивых режимов и
подбирать оптимальные управляющие парамет-
ры [1].

В практических постановках применяют ОДУ
для систем с сосредоточенными параметрами
(например, аппараты идеального вытеснения) и
уравнения в частных производных для систем с
распределёнными параметрами (в частности, ки-
нетика реакций и диффузионный массоперенос)
[2].

Технологический цикл хлебобулочного про-
изводства включает стадии: 1) расход сырья; 2)
замес и брожение; 3) разделка; 4) выпечка; 5) вы-
пуск готовой продукции.
Материалы и методы. В статье рассматри-

вается математическая модель многостадийного
процесса изготовления хлебобулочной продук-
ции, которая описывается системой ОДУ и ха-
рактеризуется следующими параметрами в мо-
мент времени t [3-6]: x1(t) - количество сырья;
x2(t) – количество замешанного теста, находяще-
гося в стадии брожения; x3(t) - количество те-

ста в стадии разделки; x4(t) - количество изде-
лий в стадии выпекания; x5(t)- количество гото-
вой продукции в момент времени t.

Переходы между стадиями характеризуются
интенсивностями ki(u), 𝑖 = 1, 4, зависящими от
температуры u(t), которая рассматривается как
управляющее воздействие.

Введем следующие обозначения: t0=0 - мо-
мент времени соответствует началу выпечки, T -
время окончания выпечки.

Связь между введенными выше параметрами
удовлетворяет следующей системе ОДУ

dx1
dt = −𝑘1(𝑢)𝑥1,

dx2
dt = 𝑘1(𝑢)𝑥1 − 𝑘2(𝑢)𝑥2,

dx3
dt = 𝑘2(𝑢)𝑥2 − 𝑘3(𝑢)𝑥3,

dx4
dt = 𝑘3(𝑢)𝑥3 − 𝑘4(𝑢)𝑥4,

dx5
dt = 𝑘4(𝑢)𝑥4,

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

(1)

Для исследования динамики хлебобулочного
изготовления примем следующие предположе-
ния, которые удовлетворяют естественным огра-
ничениям: 1) температура неотрицательна и не
может превышать предельно допустимого зна-
чения umax и 2) начальный запас сырья также
неотрицателен и не может превышать возможно-
стей склада pmax.

Задание определённого режима протекания

106



ИНФОРМАЦИОННО-КОММУНИКАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

технологического процесса позволяет целена-
правленно влиять на его кинетику, а также на ко-
личественные и качественные характеристики
конечного продукта. Управление параметрами
процесса, в частности температурой, представ-
ляет собой один из ключевых факторов обеспе-
чения его эффективности и стабильности. Тем-
пературный режим определяет скорость химиче-
ских реакций, энергетические затраты и степень
преобразования исходных веществ, что делает
данный параметр важнейшей управляемой вели-
чиной в системе регулирования технологическо-
го процесса.

В дальнейшем будем рассматривать случай,
при котором температура рассматривается как
функция времени и обозначается u(t). Такой под-
ход позволяет учитывать динамический харак-
тер процесса и исследовать влияние временных
колебаний температуры на кинетические харак-
теристики реакции. Следует отметить, что для
любого технологического процесса существует
ограниченный диапазон допустимых темпера-
турных значений. Абсолютная температура не
может опускаться ниже нуля, что обусловле-
но фундаментальными законами термодинами-
ки. Верхняя граница температурного диапазона
определяется технологическими и конструктив-
ными параметрами реактора, включая пределы
термостойкости материалов, особенности тепло-
обмена и условия безопасной эксплуатации обо-
рудования.

Таким образом, регулирование температуры в
пределах допустимого диапазона является важ-
нейшей задачей оптимизации технологическо-
го процесса. Корректный выбор температурного
профиля обеспечивает достижение максималь-
ной производительности системы при сохране-
нии её устойчивости, надёжности и энергоэф-
фективности.

Предполагается в момент начала процесса вы-
пекания: 1) нулевая концентрация промежуточ-
ного и конечного продуктов и 2) максимальная
концентрация исходного сырья. Сделанное пред-
положение в математической формулировке за-
писывается в следующем виде

𝑥1(0) = 𝑝, 𝑥𝑖(0) = 0, 𝑖 = 2, 5, (2)

где 𝑝- имеющийся запас сырья

𝑝 ∈ 𝑃 = {𝑝|0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑝max}

Сделанное ранее предположение, что темпе-
ратура в рабочей области аппарата не может
быть отрицательной и превосходить некоторого
предельного значения, в математической форму-
лировке выглядит следующим образом

𝑢 ∈ 𝑈 = {𝑢|0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑢max, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} (3)

Математическая формулировка задачи (воз-
можен ли выпуск требуемого количества хлебо-
булочной продукции z за время Т, при ограниче-
ниях (2) -( 3)) имеет вид

𝑥5(𝑇 ) = 𝑧 (4)

На математическом языке поставленная за-
дача формулируется следующим образом: су-
ществует ли управление u(t), удовлетворяющее
условию (3), и переводящее систему (1) за тре-
буемое время T из начального состояния (2) в
желаемое состояние (4).
Обсуждение и результаты. Численное реше-

ние задач при конкретных исходных данных.
Для решения поставленной задачи введем сле-

дующие обозначения:
𝑛 = 5; 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛); 𝑥0 = (𝑝, 0, .., 0),𝑐 =

(0, .., 0, 1),

𝑓(𝑥, 𝑢) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑘1(𝑢)𝑥1
𝑘1(𝑢)𝑥1 − 𝑘2(𝑢)𝑥2
𝑘2(𝑢)𝑥2 − 𝑘3(𝑢)𝑥3
𝑘3(𝑢)𝑥3 − 𝑘4(𝑢)𝑥4

𝑘4(𝑢)𝑥4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(5)

Здесь 𝑥, .𝑥0, 𝑐 -n-мерные векторы, 𝑓(𝑥, 𝑢) - n-
мерная вектор функция.

Тогда перепишем поставленную задачу в об-
щем виде
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dx
dt

= 𝑓(𝑥, 𝑢) (6)

с начальными условиями

𝑥(0) = 𝑥0 (7)

и конечными условиями в момент времени Т

с𝑥(𝑇 ) = 𝑧 (8)

Вектор-функцию (5) перепишем в виде

𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝐴(𝑢)𝑥, (9)

где элементы n*n-матрицы 𝐴(𝑢) зависят от
управления u:

𝐴(𝑢) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−𝑘1(𝑢) 0 0 0 0
𝑘1(𝑢) −𝑘2(𝑢) 0 0 0

0 𝑘2(𝑢) −𝑘3(𝑢) 0 0
0 0 𝑘3(𝑢) −𝑘4(𝑢) 0
0 0 0 𝑘4(𝑢) 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(10)

Теперь исходная система (6) описывается ли-
нейными дифференциальными уравнениями

dx
dt = 𝐴(𝑢)𝑥 (10)
Решение системы уравнений (10)-(7) запишем

в виде интегрального уравнения:

𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑝) = 𝑥0 + ∫
𝑡

0
𝐴(𝑢) ∗ 𝑥(𝜏, 𝑢, 𝑝)𝑑𝜏, (11)

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑝 ∈ 𝑃
Введем обозначения 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑝), 𝑓 (𝑡) =

𝑥0, 𝜇 = 1, 𝐾(𝑡, 𝜏) = 𝐴(𝑢). Тогда уравнение (11)
можно записать следующим образом

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜇 ∫
𝑡

0
𝐾(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑦(𝜏)𝑑𝜏 (12)

Уравнение (12) носит название интегрального
уравнения Вольтерра второго рода [7, 8].
Теорема 1. Уравнение (11) имеет единствен-

ное непрерывное решение при заданных фикси-
рованных значениях параметров 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑝 ∈ 𝑃 .
Это решение может быть найдено методом по-
следовательных приближений.

Доказательство. Т.к. матрица 𝐴(𝑢) и вектор на-
чальных условий 𝑥0 при фиксированных значе-
ниях параметров 𝑢, 𝑝 являются постоянными, то
тем самым выполнены все условия теоремы 1
[7]. Отсюда следует справедливость утвержде-
ния теоремы.

Введем оператор Вольтерра

By(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝐾(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑦(𝜏)𝑑𝜏 (13)

Определим повторные ядра оператора Воль-
терра следующим образом:

𝐵𝑚𝑦(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝐾𝑚(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑦(𝜏)𝑑𝜏

𝐾𝑚(𝑡, 𝑠) = ∫
𝑡

𝑠
𝐾(𝑡, 𝜏)𝐾𝑚(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏 (14)

𝑅(𝑡, 𝑠) =
∞

∑
𝑚=1

𝐾𝑚(𝑡, 𝑠)

Пусть 𝑀 = sup
0≤𝑡,𝑠≤𝑇

|𝐾(𝑡, 𝑠)|. Тогда для повтор-

ных ядер справедливо

|𝐾𝑚(𝑡, 𝑠)| ≤ 𝑀𝑚 ∗ (𝑡 − 1)𝑚

(𝑛 − 1)!
Решение уравнения (12) можно записать в сле-

дующем виде

𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫
𝑡

0
𝑅(𝑡, 𝜏) ∗ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏 (15)

Далее, в силу независимости матрицы 𝐴(𝑢) от
времени, подставляя 𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑝) вместо 𝑦(𝑡) из урав-
нения (15) , получим
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𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑝) = (𝐸 + 𝐴(𝑢) ∗ 𝑡 + 1
2𝐴(𝑢)2 ∗ 𝑡2 + ... + 1

𝑘!𝐴(𝑢)𝑘 ∗ 𝑡𝑘 + ...) ∗ 𝑥0 (16)

Для достаточно больших k величина 1
𝑘! ‖𝐴(𝑢)𝑘 ∗ 𝑡𝑘‖ становится малой и 𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑝) с требуемой

точностью можно записать в виде

𝑥(𝑡, 𝑢, 𝑝) = (𝐸 + 𝐴(𝑢) ∗ 𝑡 + 1
2𝐴(𝑢)2 ∗ 𝑡2 + ... + 1

𝑘!𝐴(𝑢)𝑘 ∗ 𝑡𝑘
) ∗ 𝑥0 (17)

Теорема 2. Для ∀𝜀 ≥ 0 ∃номер𝑟, такой
что для ∀𝑘 > 𝑟 имеет место неравенство
1
𝑘! ‖𝐴(𝑢)𝑘 ∗ 𝑡𝑘‖ ≤ 𝜀.

Доказательство. Обозначим через 𝑎 = 𝑇 ∗
‖𝐴(𝑢)‖, 𝑎𝑘 = 1

𝑘!𝑎
𝑘. Далее рассмотрим ряд 1 +

∑∞
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘! . Вычислим 𝜌 = lim

𝑘→∞
𝑎𝑘+1
𝑎𝑘

. В силу вве-

денных обозначений 𝜌 = lim
𝑘→∞

𝑎𝑘+1
𝑎𝑘

= lim
𝑘→∞

𝑎
𝑘+1 =

0. Рассмотренный ряд является сходящимся, т.к.
𝜌 ≤ 1. Известно, что для любого 𝜀 ≥ 0 существу-
ет номер 𝑟, такой что для всех 𝑘 > 𝑟 справедливо
𝑎𝑘+1
𝑎𝑘

≤ 𝜌 + 𝜀 [9]

Тогда в качестве 𝑟 можно выбрать 𝑟 = [
𝑎
𝜀] -

целую часть от деления. Справедливость утвер-
ждения теоремы доказана.
Теорема 3. Система (6)-(8) управляема если

для заданных конечных условий z и времени Т
существуют параметры 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑝 ∈ 𝑃 такие, что
выполняется равенство с𝑥(𝑇 ) = 𝑧.

Доказательство основано на подходе, опубли-
кованном в работе [3]
Выводы. В статье исследована математиче-

ская модель многостадийного процесса изготов-

ления хлебобулочной продукции, описываемая
ОДУ.

Для интегрального уравнения Вольтерра вто-
рого рода, к которому сводится исходная модель,
получен аналитический вид решения.

Получен критерий управляемости, который
определяет взаимосвязь между температурой,
наличием количества сырья в начальный мо-
мент, временем выпечки и выпуском требуемого
количества хлебобулочной продукции.

Практическая ценность работы состоит в том,
что разработанные в ней технология и алго-
ритмы позволяют решить проблему управляемо-
сти объектов различной природы и могут быть
применены для исследования электроэнергети-
ческих, робототехнических систем и т.д.
Финансирование. Статья опубликована при

поддержке Министерства науки и высшего
образования Республики Казахстан, в рамках
проекта программно-целевого финансирования
BR24992975 ”Разработка цифрового двойника
предприятия пищевой промышленности с при-
менением искусственного интеллекта и техно-
логий IIoT”, 2024-2026 гг.
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